Pascal Lainé

NOMBRES COMPLEXES
Exercice 1 :

On donne 6, un réel tel que : cos(8,) = % et sin(6,) = \/ig

Calculer le module et I'argument de chacun des nombres complexes suivants (en fonction de 6,) :

a=3iQ2+)@+2)1+i)eth= %
Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :

Mettre sous la forme a + ib, a, b € R (forme algébrique) les nombres complexes

_3+6i _<1+i)2_ _ 2450 2-5i
AT Ty 2T 0 ) BT T4
S+ (1 NBY . a+i)
T 1 =20’ ST\ 2 2] T (=07

2 1 14 2i
Z7=

13 BT a+20B-0 ®T1-u
Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants

2im

2in i _nim im\ ¢ _3im
Zl=Ze3;Zz=\/§eS;Z3=3e 8;Z4=(Ze4)(e 4);

2e4 i Sim 2e3
Zg = 3m;z6=(2e 3)(366);272 S
e 4 3e 6

Zg, le nombre de module 2 et d’argument g

Zo le nombre de module 3 et d’argument — g
Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
1. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants, ainsi que leur conjugués :

z1 = 3+ 3i; ZZ=—1—i\/§; Z3=—§i; Zy = —2; 25=ei9+e2i9, 0 €] —mnmnf
. 3if
Pour zg, factoriser par e2

1+iV3 .
Ze=1+1i; z,=14iV3; zg=V3+1i; Zg = —; Zio=1+¢e', 0 €] —mnmnf
V3-—i
i0
Pour z,,, factoriser par ez

2. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants, ainsi que de leur conjugués.
tan(p) — i 1
=1+i(1+V2); =/10+2\/§+'1—\/§; = =
A1 l( \/_) %2 l( ) % tan(g) + i Z4=7 + i tan(0)
Indication :

Ecrire z; sous la forme a(e? + 2i)
Calculer z3
3. Calculer
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1+4iV3
=)

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Effectuer les calculs suivants :
1. 3+2))(1—3i)
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument g par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.
3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d’argumentg par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.

Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Etablir les égalités suivantes :
1.
(cos (g) + isin (g)) (1 _Zi\/§> 1+0= \/§<COS (Z—Z) + isin (Z—Z))
2.
(1= cos §) # 150 (§)) 05 -0 = 2% cos (5) - t5n ()
3.

(e (I) 15 () _y3 -

1+ 2
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Soit
u=14+i et v=-14+iV3
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %
5. En déduire les valeurs de

( 57r) . , ( 5n>
COS 12 e Sin 12

Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Calculer le module et un argument de

V6 — V2 .
u:—z et v:]._l

En déduire le module et un argument de %
Allez & : Correction exercice 8 :
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Exercice 9 :
Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle.
1+ 1+ 4 5 5
Z1 2:;22 = <:) y Z3 = (1+i\/§) yZy = (1+i\/§) +(1—i\/§) )

1+iV3 V6 —iN2

Zs = 1 Ze = .
T B4+ 2-u2
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Calculer les racines carrées des nombres suivants.
zZ1=—1L,z,=0;z3=1+1i;z,=—-1—i;z5 =1+ iV3;
Ze =3+ 4i;z;, =7+ 24i;z4 =3 — 4i;zg = 24 — 101
Allez a : Correction exercice 10 :
Exercice 11 :
. , 1+i P . .
1. Calculer les racines carrées de EL En déduire les valeurs de cos (g) et sin (g)
. , V3+i U b4 . T
2. Calculer les racines carrées de — En déduire les valeurs de cos 5 et sin )
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Résoudre dans C les équations suivantes :
1. z2+z+1=0.

2. z2—(i+14)z+2(5i+12) =0.

3. z2—-+3z—i=0.

4. 22— (1+2)z+i—-1=0.

5. z2—(3+4+4i)z—1+5i=0.

6. 4z°—-2z+1=0.

7. z*4+10z% +169 = 0.

8. z*+2z°+4=0.

9. x*—30x%2+289 =0.

10. x* + 4x3 + 6x?> + 4x — 15 = 0.

11.z3+3z-2i = 0.

12.22 - (1+a)(1+i)z+ (1 +a?®)i=0.

13.iz?+ (1 —-5))z+6i—2=0.

14.(1+0)z?-B+i)z—6+4i=0.

15. (1 + 2)z? —= (9 + 3i)z—5i+ 10 = 0.

16. (14 3i)z2 — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0.
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :
Résoudre 1’équation :
Z*+(3-60)Z?-8—-6i=0
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
1-DX3—G+DX>+(@+6)X—4i=0
1. Montrer que cette équation admet une racine réelle.
2. Résoudre cette équation.
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Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
1. Montrer que
X3+(1-20)X?2-31+)X—-2+2i=0 (E)
Admet une ou plusieurs racines réelles.
2. Résoudre (E)
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
Résoudre dans C 1’équation
z6—iz3—-1-i=0
Indication : Poser Z = z3 et résoudre d’abord Z?2 —iZ — 1 —i = 0.
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
Soit (E) I’équation
X*=3X34+Q2-DX?+3X-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
1. Résoudre X3 = —2 + 2i
2. Résoudre Z3 = —8i
3. Résoudre

1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0

On rappelle que V676 = 26.
Allez a : Correction exercice 18 :

Exercice 19:
Soit I’équation z3 —iz+1—i =0 (E)
1. Montrer que (E) admet une racine réelle.
2. Déterminer les solutions de (E).
Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
Soit (E) I’équation
X*-B+V3)x3+(2+3vV3-i)x2+(-2vV3+3i)X-2i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :

Soitz=v2+V3+iV2—-+3
1. Calculer z?2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z? sous forme trigonométrique.
2. En deduire le module et un argument de z.
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3. En déduire cos (%) et sin (%)

Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
1. Donner les solutions de :

Sous forme algébrique et trigonométrique.
2. Donner les solutions de :
Z+D*+4(z-1D*=0
Sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23:
1. Résoudre
X3 =-2v2
On donnera les solutions sous forme algébrique.

Trouver les solutions de
(z+)3+2V2(z-)3=0
On donnera les solutions (et sous forme algébrique en bonus).
Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.
2. Résoudre X* = —%— i‘/z—§

3. Résoudre X8 + (—1+i§)X4—1—i£= 0
2 2 2 2

Allez a : Correction exercice 24 :

Exercice 25 :
Ecrire sous forme algébrique et trigopnométrique le nombre complexe

1+i-v3(1 -0\’
()

Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :

. . 1+i 1+1) 2010
1. Déterminer le module et un argument de P calculer (1—)

, . . . 2010
2. Déterminer le module et un argument de 1 + iv/3, calculer (1 + iV3)

3. Calculer les puissances n-iéme des nombres complexes.
1+ iV3 . 1+ itan(6)

T+ 27 BT T ()
Allez a : Correction exercice 26 :

zZ, = z4 =1+ cos(¢) + i sin(¢)

Exercice 27 :

.. . Al . , ..
Comment choisir 1’entier naturel n pour que (v3 + i) soit réel ? Imaginaire ?
Allez a : Correction exercice 27 :
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Exercice 28 :
Soit z un nombre complexe de module p et d’argument 6, et soit z son conjugué. Calculer
z+2)(22+7)..(z" +7")
En fonction de p et 6. Et de cos(8) cos(20) ...cos(nf)
Allez a : Correction exercice 28 :

Exercice 29 :
1. Pour quelles valeurs de z € C a-t-on |1 + iz| = |1 — iz|
2. On considere dans C I’équation

<1+iz>"_1+ia

= , a €ER
1—-iz 1—ia
Montrer, sans les calculer, que les solutions sont réelles. Trouver alors les solutions.
3. Calculer les racines cubiques de ﬁj
Allez a : Correction exercice 29 :
Exercice 30 :
Résoudre dans C 1’équation
(Zz + 1)4 )
z—1)
Allez a : Correction exercice 30 :
Exercice 31:
Résoudre dans C 1’équation
. 4
S ( 1—1i )
1-iV3
Allez & : Correction exercice 31 :
Exercice 32 :
1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 + 2i+/3.

2. Résoudre

Z 4 i\?
( ) =—2+2iV3

z—1i
On explicitera les solutions sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 32 :

Exercice 33 :
Résoudre dans C

z—1\°
=) -
Z—1
On donnera les solutions sous forme algebrique.
Allez a : Correction exercice 33 :

Exercice 34 :

On appelle j = —%+i‘/7§

1. Résoudre dans C, I’équation X3 = 1 (donner les solutions sous forme algébrique et trigonométrique)
2. Montrer que j = j2
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Montrer que j~1 = j2
Montrerque 1 +j + j2 =0

o b ow

1
Calculer —.
1+j

6. Calculer j™ pour toutn € N.
Allez a : Correction exercice 34 :

Exercice 35:
Résoudre dans C 1’équation

1
Z3 =Z(—1+l)

Et montrer qu’une seule de ces solutions a une puissance quatrieme réelle.
Allez a : Correction exercice 35 :

Exercice 36 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.
2. Résoudre X* = —%— L'\/Z—§

3. Résoudre X8 + (—1+i£)X4—1—i—3= 0
2 2 2 2

Allez a : Correction exercice 36 :

Exercice 37 :
Trouver les racines cubiques de 11 + 2i.
Allez a : Correction exercice 37 :

Exercice 38 :
Calculer
1+ iV3
2
V2(1 +1)
2
Algébriquement, puis trigonométriquement. En déduire cos (%) sin (1”—2) tan (1—"2) et tan (i—’;)
Allez a : Correction exercice 38 :
Exercice 39 :
Trouver les racines quatrieme de 81 et de —81.
Allez a : Correction exercice 39 :
Exercice 40 :
Soitn = 2, un entier.
1.
a. Déterminer les complexes qui vérifient z2™ = 1.
b. Déterminer les complexes qui veérifient z* = —1.
2. Calculer la somme des complexes qui vérifient z™ = —1.
Allez a : Correction exercice 40 :
Exercice 41 :
Soit z une racine n-ieme de —1, donc z™ = —1. Avecn > 2 etz # —1
Calculer



n-—1

Sp =

[

&

=0
Allez a : Correction exercice 41 :

Exercice 42 :
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72K =1+ 722+ 2% + - + 22071

1. Soient z4, z,, z5 trois nombres complexes ayant le méme cube.

Exprimer z, et z; en fonction de z;.

2. Donner, sous forme polaire (forme trigonométrique) les solutions dans C de :
2+ (7-1)z3-8-8i=0

Indication : poser Z = z3 et calculer (9 + i)?.
Allez a : Correction exercice 42 :

Exercice 43 :

Déterminer les racines quatrieme de —7 — 24i.

Allez a : Correction exercice 43 :

Exercice 44 :
Résoudre les équations suivantes :
o 1+W3 1
1-iV3 1+ i3

Allez a : Correction exercice 44 :

Exercice 45 :
Résoudre dans C :
1. z°=1
2. z5=1-1i
3. z3=2-2i
4, z°=7

Allez a : Correction exercice 45 :

Exercice 46 :

z8+27=0; 27(z— 1)+ (z+ 1) =0

1. Calculer les racines n-ieme de —i et de 1 + i.

2. Résoudrez?—z+1—-i=0.

3. Endéduire lesracinesde z?" —z" 4+ 1 —i = 0.

Allez a : Correction exercice 46 :

Exercice 47 :

1. Montrer que, pour tout n € N* et pour tout nombre z € C, ona:
z-1DA+z+z2++2z"H)=2z"-1

Et en déduire que siz # 1,0na:

14+z+2z%2+-42z" 1=

z"—1
z—1

. ix
2. Vérifier que pour tout x € R,onae* —1 = 2iez sin (g)

3. Soitn € N*. Calculer pour tout x € R la somme :
Zy,=14e™ 42 4.4 g(n-Dix

Et en déduire les valeurs de
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X, =1+ cos(x) + cos(2x) + - + cos((n - 1)x)
Y, = sin(x) + sin(2x) + - + sin((n — 1)x)
Allez a : Correction exercice 47 :

Exercice 48 :
Soit a € C \ {1} une racine cinquiéme de 1, donc a® = 1.
1. Quelles sont les 4 complexes qui Vérifient ces conditions ?
2. Montrerquel+a+a?+a3+a*=0
3. Calculer1 + 2a + 3a? + 4a® + 5a*
Indication : On calculera de deux fagon differente la dérivée de la fonction f définie par
f)=1+x+x2+x3+x*+x°
On donnera le résultat sous forme algébrique.
Allez & : Correction exercice 48 :

Exercice 49 :
Soit € une racine n-iéme de 1’unité, € # 1 ; calculer
S=1+2e+3€?>+--+ne™?
Allez a : Correction exercice 49 :

Exercice 50 :
Résoudre dans C, I’équation (z + 1)" = (z — 1)™.
Allez a : Correction exercice 50 :

Exercice 51 :
Résoudre dans C, I’équation z" =z oun > 1.
Allez a : Correction exercice 51 :

Exercice 52 :

Soit B € C tel que B7 = 1 et B # 1. Montrer que
B p? N p?

1+t Trp T Tepe . C

Allez a : Correction exercice 52 :

Exercice 53 :
Linéariser :
A(x) = cos3(x); B(x) = sin3(x); C(x) = cos*(x); D(x) = sin*(x); E(x) = cos?(x) sin?(x) ;
F(x) = cos(x) sin3(x); G(x) = cos3(x) sin(x) ; H(x) = cos3(x) sin?(x) ;
1(x) = cos?(x) sin3(x); J(x) = cos(x) sin*(x)
Allez a : Correction exercice 53 :

Exercice 54 :
. : , 1-z ..
1. Déterminer I’ensemble des complexes z tels que 1_—lZZ soit réel.

’ . 1- - . .
2. Déterminer ’ensemble des complexes z tels que ﬁ soit imaginaire pur.
Allez a : Correction exercice 54 :

Exercice 55 :
Soit p € R™ et 6 € R, avec pe'? # 1
Soit
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7 =

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z.
Allez a : Correction exercice 55 :

Exercice 56 :
1. Montrer que (1 +i)® = —8i
2. En déduire une solution de I’équation (E) z2? = —8i.
3. Ecrire les deux solutions de (E) sous forme algébrique, et sous forme exponentielle.
4. Déduire de la premiére question une solution de I’équation (E,) z3 = —8i.

Allez a : Correction exercice 56 :

Exercice 57 :
Soit f: C — C définie par f(z) = z(1 — z)
1. Déterminer les points fixes de f c’est-a-dire résoudre f(z) = z.
. 1 1 1 1
2. Montrer que si |z - E| < 5 alors |f(z) - 5| < 5
1

Indication : z(1 — z) = (z — %) (E - z) +i

Allez a : Exercice 57 :

Exercice 58 :
Posons E = C \ {—i}. Soit f: E — C \ {1} I’application définie pour tout z € E par :

flz) =2—

z+1i
1. Montrer que I’application est injective.

Montrer que pour tout z € E ona f(z) # 1.
3. Démontrer I’égalité

no

f(E) =C\ {1}
Que peut-on en déduire sur f.
4. Soit z € E. Montrer que
Im(z)
1-— 2 =4 —=
@I =400
5. Notons U I’ensemble des complexes de module 1. Montrer que I’on a

fR) =UN\{1}

Allez a : Correction exercice 58 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :

la| = |3i@+ D@ +20@A+D)| = |3i| x |2+ x |4+2i| x|1+i]
=3x22+12x2x% |2+i] x\/12+12=6(\/22+12)2><\/§=6x5\/§
= 30V2

10
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arg(a) = arg(Si(Z +i)@4+ 2001+ i)) = arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2kn
T T
=3 +arg(2 +1i) + arg(2(2 + i)) + 7 + 2km

3 3
= T-I_ arg(2 +i) +arg2 +arg(2 +i) + 2kn = T + 2arg(2 +i) + 2km

2 2 1

Soit 6 un argument de 2 + i, cos(8) = Norrer RN et sin(9) = worrerhm \/ig donc cos(8) = cos(6,) et

sin(@) = sin(8,), on en déduit que 8 = 6, + 2km
Par suite

3
arg(a) =T+290+2k7'[
la+2i] x| —1+i] 2x2+ilx/D2+12  2xV5x+2

_ | 4 +2D)(-1+10)

|b|

(2—0)3i l2—i| x |3:1] = J2Z+(CD2x3  5x3
© 3

3
arg(b) = arg(4 + 2i) + arg(—1+i) —arg(2 — i) —arg(3i) + 2kn = 6, + Tn —(—06y) — g + 2km

s
=+ 200 + 2kn

Allez a : Exercice 1 ;

Correction exercice 2 :

3 + 6i (B+6i))(3+4i) 9+12i+18i—24 —15+ 30i 3 6
ATITLTAT Ty 25 -~ 25 T 5'%
1+ (A+DQR+D\ 2+4i+2i—-1\* [143i\° 1+6i—9 8 6

ZZ:(Z—L') =< 22+(—1)2) =( 22+(—1)2) =< 5 ) =725 - 25725

Autre méthode
(1+i>2 (1+i)2 14+2i—1 20 2i(3 + 4i) 6i — 8 8 6
Zz = = =

7= TG0 i1-4i—-1 3-4 33+(-a?2 25 23725
2+5i 2-5i +5)Q+)+2-5)1—-i) 2+42i+5i—-5+2—-2i—5i—-5
BET YTy T 1-0D1+1) - 12 — 2
6
=_E=_3

Autre méthode

2+5i 2-5i 2450 2+5i 2+ 5i
. . ame(215)

BET YTy T 1= T1=i T —
Or
2+5i_(2+5i)(1+i)_2+2i+5i—5_—3+7i_ 3 7.
1-i 12+(-1)? 2 =73 ~7%3!
Donc
3
Z3=2X(_E)=_3
5420 (54+20(1+2) 5+10i+2i—4 —14+12i 1 12
ST T v (22 5 =75 ~5t3¢

s= (509 () = (D) D) + (D)

Autre méthode

11
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3
1 3 2imy\ 3 .
=[—=4+i— ) =(e3 | =e?™=
Zg <2+12> (e ) e 1

Ou encore
zs=j>=1
(1+10)°
Zg = —
(1-10)7
On peut toujours s’amuser a développer (1 + i)° et (1 — i)7 mais franchement ce n’est pas une bonne
idée.
a+i° , (407 1+i 1+ +0))
=1+ 2( ) =14+2i-1)|——"F—
Zg = (1 )7 ( ) (1 ) ( l) ( + 21 ) 12 + (_1)2
1+2i—1 2i(2i)7 288
=2i< )= @) _ 20 _ g
2 27 27
Autre méthode
9
2 9, \° 9
(1+10)° < 2 >> (\/7) (el4) (\/E)zelTn i(9n=7n) 16im .
Zg = =07 . —— = ——— =2e \4 4/ =2e 4 =2e""
— o _jm
(a(g-g) e
=2
2 2(1 + iV3) 21+i/3) 1 43
77 = — = — = — = ———1—
11—V 124 (3 4 272
Autre méthode
2 1 1 2 ., 1 3
Zr = — = === = ———1—
TN R B A 2
2 2
1 1 1 1 1 1 1—1i 1 1
Z8= = = = —X = X——=—-——1

1+2)B-i) 3—-i+6i+2 5+5i 5 1+4+i 5 12+12 10 10
1+2i (1+200+2) (@+20)% 1+4i—4 3 4

=12 12+(-»2 5 5 ~“5t3!

Allez a ; Exercice 2 ;

Correction exercice 3 :

21=2(cos<2§)+isin(2§>>=2<—%+i§>= ~1+iV3

Zz=\/§(COS(g)+lsm( ) \/—cos( )+i\/§sin(g)
_7im m . T T .. (7T
Zz3 =3e 8 =3<COS(—?>+lSIH Y >:3cos(§)—3151n<§)
3cos(n—g)—3isin(n—%)=—3cos(—g)—3isin(—g)
= —3cos (8) + 3isin (g)
in _3in (n 311)
Z4=(Ze4>(e 4)=Ze = 2e

i

II
I
N
o~

2e4 (T4 37 .
Zs = = 231(4+ 4-) = 2el™ = -2
_3in
e 4

12
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2o = (26%) (36°) = 668 %) = 64" = 6 (cos (1) ssin () = o (- 22 - 34

6 2 2
= —3v/3-3i
i
_ 23 2 ymsm 2 8w 2 4im 2/ 1 Y3\ 1 V3
7= sim T 3¢ —3¢° T3¢ T3\ 727 )T T3
3e 6
i3 T I 1 V3
2= 2% =2 (cos(§) + 15 (§)) =23+ 5 ) = 1413

Zg = ge—i% =3 (COS (_ g) + i sin (— g)) = 3 cos (g) — 3isin (g)

A moins de connaitre cos (g) et sin (g) on ne peut pas faire mieux.
Allez a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :
1. zy =3 +i)donc|z;| =3|1+i| =3 xV12 +12 =32
Si on ne met pas 3 en facteur

|zl =v32+32=v/9+9 =18 =32 x2=3V2
C’est moins simple.

On appelle 6, un argument de z,

3 1 V2 3
cos(@) ) =——==—=— et sin(0)=——==
Y3z vz 2 Y3
Donc 6, = =+ 2km, k € Zetz = 3v2e's, et 77 = 3W2e
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

V2 2
3\/_<F+1T>_3\/_<—+l7>=3\/§(COS(4)+LSIH(4))_3\/_84

|z, | = \/(—1)2 + (—\/§)2 = /4 = 2, soit 8, un argument de z,

N
= =

1 V3
cos(8,) = —= et sin(f,) = ——
2 2
4imT ZlTl.'
DonC92=—+2kT[ keZetz,=2es =2e 3

Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

1 V3 4\ . (4m 4in _2in
Zp=2|—zs—1— =2(COS<?)+lSIH<—>>=Ze3 =2e 3

2 2 3
_ =
Etz, = 2es
Pour z3 la détermination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne méthode.
4 4
Do =——] = ——¢e 2
T3 3

. ‘o 4 . , .
Cette forme n’est pas la forme trigonométrique car —; est négatif, ce n’est donc pas le module, mais

3l 4 _ 23

i 4 in i 4 i(Zm
—1=em,d0nC23=§emelz :Ee (2 ):Eez zge 2,

3im i

On aurait pu directement écrireque —i = ez =e 2.
_ 4 ¢
Etz; = s€z

Pour z, la détermination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne méthode.
z,=—2=2em
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Etz, =e T =¢'

C’est plus dur
; ; 3o, 6 8 3i0 0 0\ 3i0
zs =€ + e =¢2 (e 2+e 2) =e2 X2cos<E) =2cos<z)e 2
Comme -t <O <m —= < <z > par conséquent cos( ) > 0, ce qui signifie que 2 cos( ) est bien le

module.
— g\ -3
Etzs = 2 cos (E)e 2
|zg] = V12 + 12 = +/2, soit 6, un argument de z
1 V2 1
cos(0,) =—==— et sin(8,) = —==
6:)=5=5 (62) = —
Donc 6 = = + 2km, k € Zetzs = 2e's
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur
1 1 V2 W2 TN . T T
Zg = \/_<T+ lT) = \/§<7+ 17> = Z(COS(Z) + lSll’l(—)) = 2e's

~| S

Etz, =2 %

|z,| = /12 + (\/§)2 = /4 = 2, soit 8, un argument de z,

1
cos(6,) = 3 et sin(8,) = -

Donc 6, = =+ 2kn, k € Zetz, = 2es
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

Z; = 2<%+i§> = 2(cos(%)+isin(g)) = Zei?n
Etz, =2e s

|zg| = /(\/5)2 + 12 = /4 = 2, soit 8 un argument de zg

V3 1
cos(0g) = - et  sin(fg) = >

i

i

Donc g = —+2kn keZetzg =2es
Autre méthode (mellleure), on met le module en facteur

Zg = 2(?+i%> = Z(COS (g) +isin(%)) = Ze%

Premiére méthode

1+iV3 1. .43
1+iV3 zN— 7“% e's T I T
Z = = =e3e6=¢
’ V3—i V3 —i ﬁ_l e_%
2 2 '2

Deuxieme méthode

1+iV3 (A+iV3)(W3+i) V3+i+3i—V3 4 = =
V3 —i (V3)© +12 4 4
C’est plus dur
: o _0 g o 0 0\ i0
Z1o=1+€le=€2(e 12+elZ>=eZ ><2cos(5>=2cos<§)e2

14
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Comme -t <0 <m—= < <z > par conséquent cos( ) > 0, ce qui signifie que 2cos( ) est bien le

module.
i0

Etz,, = 2 cos (g) e 2

. Faisons comme d’habitude

Izll=\/12+(1+\/§)2=\/1+1+2\/§+(\/§)2=\/4+2\/§

Soit 8; un argument de z,

cos(6,) = ! et sin(6,) L+v2
1) = TF/7—— 1) = T/—/—=
Vi + 242 Vi + 242

L’ennui c’est que 1’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs.
Il faut étre malin.

Zl:1+i(1+\/§)=1+i+\/§i=\/_(§+l£>+\/_l \/_<e%r+ei7ﬂ)

3in 3l71'

=\/§e%(e lg+e8) V2es ><2cos( )—2\/_cos( )

2+/2cos (g) > 0 donc 6, = %ﬂ + 2km, k € Z et |z,| = 2+/2cos (%)

Remarque :
T
2+/2cos (5) = ’4 + 22

Le module de Z; est aussi 2v/2 cos (g) = v 4 + 2+/2 et un argument est — 3?".

z, = /10+2\/§+i(1—\/§)
|22|=\/</10+2\/§> +(1—\/§)2=\/10+2\/§+1—2\/§+(\/§)2=\/1_=4

Soit 8, un argument de z,

Faisons comme d’habitude

10 4+ 2v5 1-+5
cos(6,) = — et sin(6,) = 2

L’ennui c’est que 1’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs.
Calculons z3

15
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5
225=</10+2\/§+i(1—\/§)>
5 3

:( /1o+2\/§> +5< /10+2\/§>4i(1—\/§)+10<m> (i(1—\/§))2
+10 (W)z (i(1 - \/E))3 + sm (i(1- \/E))4 + (i1 \/g))s

= (10 +2v5)" 10 + 25 + 5i(10 + 2v5) (1 — V5)
—10(10 + 2v5)(1 = v5)" 10 + 2v5 — 10i(10 + 2v5) (1 = V5)’
+510 + 2V5(1 = V5)" +i(1-5)

- 104245 ((10-+248)" ~ 10(10 + 245)(1 ~V5)' +5(1 —5)’)
+i(1-V5) (5(10 +2v5)” ~ 10(10 + 2v5)(1 ~5) + (1 -+5)")

(10 +2v5)" = 10(10 + 2V5)(1 = V5)" + 5(1 - V5)"
= 100 + 40V5 + 20 — 10(10 + 2v5)(1 — 2V5 + 5)
+5(1-4/5+6x (V5)' —4(V5) + (V5)")
= 120 + 40V5 — 10(10 + 2v5)(6 — 2v/5) + 5(56 — 24v/5)
= 120 + 40V5 — 10(60 — 20V'5 + 12V5 — 20) + 280 — 120v/5 = 0
5(10 +2v5)” — 10(10 + 2V5)(1 = V5) + (1 - V5)"
= 5(100 + 40V5 + 20) — 10(10 + 2v5)(1 — 2V5 + 5)
+(1-4/5+6x(V5) —4(v5) +(¥5)")
= 600 + 200V5 — 10(40 — 8V5) + 56 — 24V5 = 2566 + 256V5
= 256(1 +V5)
75 = 256i(1 —V5)(1 +V5) = 256i x (—4) = —219;

i
Ensuite il faut trouver les solutions de Z> = —210j = 21073

i |Z5| = 210 17| = 22
Z°=-2"=2""7 & {arg(Z5) = —g+ 2km < 5arg(Z) = —%+ 2km
1Z| = 4

It {arg(Z) S % + ? k €{0,1,2,3,4)

—il 3in 7irn 11im 15im
Zo=4e "10; 7, =4e10; Z, =4e10; Z3 =4e 10 ;Z, = 4e 10 = —4{

Parmi ces cing complexes, le seul qui a une partie réelle positive et une partie imaginaire

. TT . TT
négative est 4e 10 d’ou z, = 4e” ‘10 donc un argument de z, est — 110

Le module de z, est 4 et un argument est %
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B tan(p) — i B (tan(¢p) — i) (tan(e) — i) B tan?(¢) — 2itan(p) — 1

%= tan(p) +i tan?(¢) + 12 %
cos2(¢
= cos?(¢) (tan?(p) — 1) — 2i cos?(¢) tan(¢p)
. 2 .
EELCE R

= —(cos?(¢p) — sin?(¢p)) — 2isin(p)cos(p) = — cos(2¢) — isin(2¢)
= —(cos(2¢) + i sin(2¢)) = eTe2i¢ = i(r-2¢)
Le module de z5 est 1 et un argument est m — 2¢
Autre méthode
jSnle) |
_tan(p) —i i(tan(p) —i) itan(p)+1 " cos(e) _ isin(p) + cos(¢p)
~tan(p) +i i(tan(p) +i) itan(p)—1 ; sin(p) 1 ~ isin(g) — cos(¢)
cos(¢p)

Z3

.. i(p
_ cos(g) + isin(e) e _ — 2l = i p2ip — Hi(n+2¢)

" —(cos(p) — isin(p)) e
Un argument de z5 est —m — 2¢

1 1 cos(0) cos(6) _io
Zy = - = . = — =———=cos(f)e”!
1+ itan(@) 14 sin(0)  cos(8) + isin(0) ett
+i——2t
cos(60)
Si Gest tel que cos(6) > 0 alors |z,| = cos(@) et un argument de z, est —6
Si Oest tel que cos(8) < 0 alors |z,| = — cos(0) et un argument de z, est —6 +
3. Onsaitquej? = —%— i?donc%+ i\/z—§ = —j?
3 2010
(1 +2l 3) — (_j2)2010 — (1-2)2010 :j4020 :j3x1340 — (]-3)1340 — 11340 — 1

Allez a : Exercice 4 ;

Correction exercice 5 :
1. (3+2i)(1—3i)=3—9i+2i—6i2 =3-7I+6=9-7i

2.
Zei% X 3ei (_5?1-[) = 6ei(g_5?n) =6 ei(_%) = —6i
3.
Zeig 2 @ S5it 2 . m, 5% 2 7im
———=-e'%e6 = _el(§+?) =—e6
30! (—?”) 3 3

Allez a : Exercice 5 :

Correction exercice 6 :

)

1.
s m\y (1 —iV3 mo_.T V2 W2 n . o.m
(cos (7) + isin (;))( 5 >(1 +i)=e'7e l3\/§<7 + i7> =2e'7e 3"
. (12w 287, 21 5
=V2e' G5+%) = \/Eel(f‘—f_s—f+8—:) = \/Eeﬁ =2 (cos (Z—D + isin (:—Z
2.
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T V2 2 m T V3
(1—i)(cos(5)+Lsm( ))(\/_ l) \/_(——l7>(cos(§)+isin(§))2<73—%i

T . T 13

— Ve ielse s = 2vZel(TH5) = 2vZel("H0 o0 60) = 2yZe 60
13w 13w

—2\/—<cos(60>—151n(60 ))

\/f(cos (12) + isin (12)) cos (12) + isin (%) e% l,(l_n' _2in i
= =e

Y = =— 121)=e 12 —e 6
L Q+ﬂi e+
2 2
m o omy V3 1
=COS(E)—lSII’1(g)=7—El

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

1. |u|=vIZ+ 12 =+Zet|v| = /(—1)2+\/§2 =2

2.

Donc un argument de u est 7.

2
Donc un argument de v est ?’T

3. On cherche les solutions complexes de z3 = u

1
23| = V2 |z|3 =22
=ue o T &
arg(z):z+2kn, k €Z 3arg(z) = —+2k7r ke

1
|z| = 26
< m  2km
arg(z) —E+T, k € {0,1,2}
u admet trois racines cubiques
1 .7 1 (n Zn) 1 9m 1 3in 1 (n 4n) 1 17im
Zy = 26e'12; z, = 26e"\1273) = 26e'T2 = 26e°4 et 1z, = 26e'\1273 26e 12
4,
I ) B () ()
U 2in 2 e = ) e = > CoS 12 1 SIn 12
2e 3
Et
u_ 1+ (A+9(-1-i3) -1+V3+i(-1-+3)
v —1+iV3 4 4
Par conséquent
(V2 smy_ —1+v3 ( 5n>_—1+\/§_—x/§+x/8
47“’5( e (:,4 22 3
| V2 ( 5m —1— lsi ( 5n)_—1—\/§_—\/§—\/6
D) 4 > ~ T2 4

Allez a : Exercice 7 :
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Correction exercice 8 :

[V6—iv2| V6+2 VB8 VAx2 242 N

="y =g =7 =72 =2
u_\/_zu/_ \/_<\/—23\/;L\/§>:\/E<\/§x;/j§—l\/§>:\/§<\/§2—1>:\/Ee_i%

Donc |u| = V2 et un argument de u est — %

lvl =12+ (-1)2 =2

V2 2 :
v=V2[——i—|=V2e""2
2 2
Donc |v| = V2 et un argument de v est —%.
TT
L
6 . .
z 2e — = el(_%+%) = el%
(% \/Ee—lz
Donc |E| = 1 et un argument de = est —.
v v 12
Allez a : Exercice 8 :
Correction exercice 9 :
a+@+i 1+42i—-1 b
zZy = 7+ 12 = > =i=e?2

1403 3 3im
2= (1) = (%) =
= () - 2<1+l£> = 2¢(c5) = 166
o= (e (08 = (2(305) ) +(2(5-7) ) =25 420

Sim  _5im 5n 1
=32(e 3 +e 3 )=32x2cos(?>=64(——)=—32

2
1+iV3 (1+i3)(V3—-i) V3—i+3i+V3 2v3+2i V3 1, &
ZS= - = > = = =—+4+—-—1=¢€e6
V3+i (V3)” + 12 4 4 2 2
Autre méthode
1, .43
2(5+ i s
1+ V3 <2+12> es _ (Em)_ &
Zs = = =—F=ce€ 3 6/ =¢6
V3 +i V3, 1.\ ¢
2| 5 +5i
2 2
V6—-iV2  (V6—-iv2)(2+2) 2V6+2iV6 —2iv2+2v2  2v6 +2v2 + 2i(V6 — V2)
T T 2+ (22 8 - 8
_V6+V2+i(V6-+2)
B 4
Remarque : il aurait mieux valu mettre \/75 en facteur d’entrée.
La on est mal parti, il va falloir trouver le module, puis le mettre en facteur,
V6 +V2 +i(V6 -2 V2
z6 = ( 2) _ —(V3+1+i(v3-1))
VZ " VI o 2
|z6| = \/(\/—+1) +(V3-1) = \/3+2\/—+1+3—2\/—+1_T\/§=Tx2\/§=1
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E+VZ | \E—2
Zg = 2 +i 2 = cos(8) + isin(6)
Mais on ne connait pas d’angle vérifiant cela. Il faut faire autrement
V6 - iv2] = |(V6)" + (v2)’ = VB = 22

12 —2i| =22 + (-2) =\/_=2\/E
2\/7<\/§ 1.) -
- — 57l —i=

V6 —i2 e 6 (-LIy_ n
Zg = — = - =€ 6 4) = e 12
2 —2i 2\/_<£ \/_> e~z
Allez a : Exercice 9 :
Correction exercice 10 :
On cherche les nombres complexes tels que z? = —1
Zy=—i et Zy =1
On cherche les nombres complexes tels que z2 = i = ez
Z, = ei% £ lE et z ei% £+l£
e T2 2 2T T2 2

1 im

On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1+ i = /2 (‘/75 + z‘/;) = 224
1 in 1 im
Z, =—24e8 et Z,=24e8

C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos (g) et de sin (g)
Autre méthode, on cherche a, b € R tels que

L 2 _ K2 —
(a+ib)2=1+i<:>a2—b2+2iab:1+i(:,L1{a b? =1
2

2ab =1
On rajoute 1’équation L3

(@ +ib)?|=1+i| © |a+ib|? = 12+12<:>\/a2+b2) —VZea+b2=12

En faisant la somme de L, et de Lg

1 ’1+ 242 24+ 22
2a2=1+\/§=}a2—§+— \/—= \/— =+ 2\/—

En faisant la différence de L et de L,
1 V2 —14++2 —2+2V2 -2+ 2V2
2b2=—1+\/§¢>b2=—§+7@b=i\/—2 =i\/ ) =* >

D’aprés L, a et b sont de méme signe donc les deux solutions de z% = 1 + i sont

V2+2v2  A-2+2V2 \/2+2\/§_i\/—2+2\/§

Zy = t Z,=-—
1 2 T o 2 2 2
1 5im
On cherche les nombres complexes tels que z> = —1 —i =+/2 (—‘/22 - l‘/z—i) = 22e ¢+
1 5im 1 5im

Z,=-—24e 8 et Z,=24¢ 8
C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos ( 5 ) et de sin (58 )
Autre méthode, on cherche a, b € R tels que
. . . . Li(a?-b%2=-1
a+ib)l=-1—ioa®-b*+2ab=-1-ie 112
(a+ib) ' l ' Lz{ 2ab = -1
On rajoute 1’équation L3

l(a+ib)?| =|-1-i|l @ |a+ib]?=(-1)2+(-1)2 & (\/a2 +b2)2 =V2 o a?+b2=42

En faisant la somme de L, et de Ls
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—1+\/§_+\/—2+2\/§+\/—2+2\/§
ST - 2

1 2
2a2=—1+\/§@a2=—§+—@a=i\/

2 2 4

En faisant la différence de L et de L

1 V2 1++2 2+ 2V2 V2 +2v2
20 =1+V2 o b2 =7 §®b=i\/ 2\/_:1,\/ 4\/_i 2\/_

D’aprés L, a et b sont de signes opposés donc les deux solutions de z? = —1 — i sont

Z=\/—2+2\/§_i\/2+2\/§ _\/—2+2\/§+L_\/2+2\/§

1 2 2 et 22 = 2 2
On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1 + iv/3 = 2 G + l?) = 2e'3
i3 V3 1)\ V6 V2 7 V3 1. V6 V2
Z1=ﬁ616=\/§<7+§l>=7+L? et Zz=—\/§€lﬁ=\/§<7+zl>=—7—17
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 + 4i
Ly (g2 — p2? =
Onpose Z =a+ib,Z> © 3+ 4i =(a+ib)? © 3+ 4i =a* — b* + 2iab & 1{“ b™=3
L\ 2ab =4
On rajoute 1’équation |Z?| & |3+ 4i| = a? +b?> @ a? +b?> =V32 +42 @ a? + b> =25 =5 L,

a’?—-b?>=3
a’+b?>=5
a? = 4, d’ou ’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’apres I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsb=1etZ; =2+ietsia=—-2alorsb=—-1etZ,=-2—1i

Deuxieme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisiéme methode

On reprend le systeme

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve 2a? = 8 &

( 2\’ . 4 4 2 4 2
2 _p2 = a2—<—) =3 a*—-—=3 a* —4=3a a*—3a*>—-4=
{a— _3@{ a PN a PN 2 PN 2
k b:E bza a a
A2 —-34—-4=0
2
PR p =2
a

Les solutionsde A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA, = 4, donc a? = 4,
Sia=-2alorsbh =§= —letalorsZ, = —-2—i,sia=2alorsh =§= letalorsZ; =2 +1i.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = —7 — 24i

On pose Z =a+ib, 7?2 —7—-24i=(a+ib)?> © =7 — 24i = a® — b? + 2iab &
Ly {az —b*=-7
LU 2ab = -24

On rajoute 1’équation
12| & |3 + 4i| = a® + b? © a? + b? = \/(=7)? + (—24)2 & a?® + b? = V49 + 576 = V625

== 25 L3
2 _ 2 — _ . . .
Avec le systeme {az +IZZ - 257, en faisant la somme des deux équations L, et L, on trouve 2a? =
a =

18 © a? =9, d’ou ’on tire b2 = 16. Les valeurs possibles de a sont 43 et les valeurs possibles de b
sont +4, d’aprés 1’équation 2ab = —24 & ab = —12, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont
de signe oppose.
Sia=3alorshb=—4etZ;, =3—4ietsia=-3alorsb=4etZ, =—-3+4i

Deuxieme méthode
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—7 —24i =9 — 24i — 16 = (3 — 4i)? et on retrouve le méme résultat.
Troisieme méthode
On reprend le systeme

—12\2 144
S az_(—) -7 (2-==-7 (a*-144=-7a
{a —bT=-74 a & a PN 12
2ab = —24 12 12 P —
= —— b=—-—— a
a a
a* +7a*>—-144 =0 A2+74A—-144=0
S 12 S 12
bh=—— bh=——
a a
Les solutions de A2 + 74 — 144 = 0sont A; = —16 < 0 et 4, = 9, donc a? = 9,
Sia=3anrsb=—%=—4etalorsZz=3—4i,sia=3alorsb=—%=—4etalorle=—3+

4i.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 — 4i = zg, on peut refaire comme précédemment
mais on va prendre la méthode la plus simple
Z?=3—-4i=4—-4i—1=(2—-1i)?
Il'y a deux solutions
Zy=2—1i e Z,=-2+Ii
On cherche les complexes Z tels que Z2 = zy = 24 — 10i
La encore, on va aller au plus simple
24 —10i =25—-10i — 1 = (5 —i)?
Donc il y a deux solutions
Zi=5—-1 et Z,=-5+1
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1. On cherche les complexes Z tels que

1+i V2 2
Z* = =—+i—=
vz 2 2
On pose Z = a + ib,
(
VI NI NI, A2 VI V2 Lljaz—b2=g
2 _ VvV~ . Ve e s Y= .1\ 2 v YT 2 p2 .
Z—2+12<:>2+l2 (a+lb)<:>2+12 a b+21ab(:)L2I 7
tZab=7

On rajoute I’équation

2 2
7% & ‘§+ ig

2 2

2 2 1 1
:a2+b2®a2+b2=\/<£> +<£> & a’ +b% = st =11s

2 2

2 _p2 _ V2 ] ]
a’—b 2, en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve

a?+b%=1
2442
4

Avec le systeme {

2a2=1+7=>a2

En faisant la différence de L5 et de L,

2 2—42
2b2:1—§@b2: 4\/—

Les valeurs possibles de a sont i—“z;’ﬁ et les valeurs possibles de b sont +
2ab = ‘/22 & ab = g on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

V22
2

, d’aprés 1’équation
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Siaz—'z;’ﬁalorsbz ’Z;ﬁet&: 2;”/E+i 2:/5
Etsiaz——“z;’ﬁalorsbz—“Z;ﬁetzz—— Zzﬁ—i 2;‘/5
D’autre part
V2. V2 om
ZZ=7-|'1'—=61Z

Comme cos (g) > 0 et que sin (g) > 0,

|{ (TL’) 2+ \/E
s T 2+2 2 -2 coslg) =
cos(—)+isin(—) = +i = 4 8 2
8 2 2 L Ty 2 -2
Sin (g) = >
2. On cherche les complexes Z tels que
3+ 3 1
7% = v3 = £ +=i
2 2 2
On pose Z = a + ib,
( 2 2 \/§
V3 1 V3 1 V3 1 L. |a°—b*=—
Zz=7+§i©7+§i=(a+ib)2®7+§i=a2—b2+2iab<:>l;{ 12
t 2ab = -
2
On rajoute I’équation
2
V3 1 V3 1\2 3 1
|ZZ|<=> 7+§l=a2+b2®a2+b2= 7 +<E> s a’+ b= Z Z—1L3
\ az—p2 =2 . .
Avec le systeme 2, en faisant la somme des deux équations L, et L, on trouve
a’ +b%2=1
3 2++3
22 =1+ £ S a? = V3
2 4
En faisant la différence de L5 et de L,
V3 2-+3
2’ =1—-—o b=
2 4
Les valeurs possibles de a sont +—— 2\/— et les valeurs possibles de b sont +—— \/— , d’aprés 1’équation
2ab = £ & ab = £ on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia—'z;”/_alorsb = tZl—“2+ ‘2;‘/5
Etsia = ——“Z;ﬁalorsb = ——“;‘FetZ2 = - “2;‘/5— i '2;@
D’autre part

V3 1
A ]
Admet deux solutions Z; = e'1z = cos( ) + lSln( 2) etZ, = —e'iz = — cos (%) _isin (1_"2)

i
e 6

72 =

Comme cos( ) > (0 et que sm( ) > 0,
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G T () =R

7T .. (T 2+V3  V2-+3 )= 5

cos () +isin () =5+ ‘:’Lné)_ 7
12/ 2

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. z°4+z+1=0

Allez a : Exercice 12 :
2. z2—(5i+14)z+2(5i+12)=0
A=(=(5i+14))" — 4 x 2(5i + 12) = (=25 + 140i + 196) — 40i — 96 = 75 + 100i = 25(3 + 4i)
= 52(3 + 4i)

On cherche a, b € R tels que

L, a? —b? =3

(a+ib)’=5-4ieL, 2ab = 4

L3 (a? +b? =32 +42=5
En faisant L; + Ly ontrouve que 2a? =8 © a’ =4 o a = 42
En faisant L; — L, ontrouve que 2b2 =2 & b2 =1 b = +1
D’aprés L, a et b sont de méme signedonca +ib=2+ioua+ib=—-2—1i
Autre méthode 3 +4i =4+ 4i—1= (2 +i)?
et alors

A=5%2+1i)?= (10 + 5i)?

Les solutions de 1’équation sont

_5i+14—(10+5i) 4
e 2 2
5i+ 14+ (10 + 5i) 24+ 10i _
Z1 = = =12+ 5i
2 2
Allez a : Exercice 12 :
3. 22—\3z—-i=0
A=3+4i=2+1)?
_\/§+2+i_\/§+1+1,_1 _ 1+,\/§ 1
Z1 = > = > 2l— l > l2 = l
V3-2-i V3 L - 1 V3)\ Lt
Zy = > = > 21— l > 12 = l

Allez a : Exercice 12 :
4, zz—(1+2i)z+i—1=0
A=(1+2i)2—4(i—1)=1+4i—4—4i+4=1

1+2i—-1

21: 2 =1
1+2i+1 ,
Z2= 2 =1+l

Allez a : Exercice 12 ;
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5. z2—(3+4+4i)z—1+5i=0
Le discriminant vaut
A= (—(3+4i))2—4(—1+5i) =9+24i—16+4—20i = =3 — 4i = (1 — 2i)?
Il 'y a deux solutions
3+4i—(1-20)

21: 2 :2+31
3+4i+1-2i )
Zy = > =2+

Allez a : Exercice 12 :
6. 422 —-2z+1=0
Soit on résout « normalement », soit on ruse, rusons
472 -2z+1=02722+Z+1=0
Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z + 1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))
Zy=j et Zp=j?
Par conséquent

Allez a : Exercice 12 :
7. z*+10z2+169 =0
On pose Z = z%, Z? + 10Z + 169 = 0 a pour discriminant
A=10%-4x169 =102 - (2x13)2 = (10 —26)(10 + 26) = —16 X 36 = —4? X 62 = (24i)?

—10 + 24i _
1 =————=-5+12
—10 — 24i _
Zy=————=-5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z2=7, (a+ib)?> = -5+ 12i © a®? — b? + 2iab = =5+ 12i
L, a’? —b?=-5
oL, 2ab =12
L3 (a? + b% = \/(=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de L, et de L3, on trouve que 2a? =8 ©® a? =4 © a = +2,
En faisant la différence de L et de L,, on trouve que 2b? = 18 © b? =9 & b = £3,
D’aprés L,, a et b sont de méme signe donc z? = Z; a deux solutions
Zy=2+30 et z,=-2-3i
On peut résoudre de la méme fagon Z, = z? ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a
coefficients réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution, par
consequent z; = 2 — 3i et z, = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une équation de
degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.
Allez a : Exercice 12 :
8. z*+2z22+4=0
On peut faire comme dans le 7°), mais rusons :

z* + 272 +4_0<=>§+i+1—0@<222>2+<§)+1=0@l<%> ]H<Z7> jzl=0
=@ 1) -7l G- GG ()=

<:>(Z—\/_]2)(Z+\/_]2)(Z—\/_])(Z+\/_])=O

Les solutions sont

{(V2j2,—V2j?,N2j, —V2j}
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Allez a : Exercice 12 :
9. x*—30x2+289=0
On pose X = x?
X?—-30X+289=0
A =30%2—-4x%x289 =900 — 1156 = —256 = —16% = (16i)?
30— 161

Xy =———=15-8i

X, =15+ 8i
Oncherche xtelque x? =15—8i =16 —8i— 1 = (4 —i)?
Il'y adonc deux solutions x; =4 —ietx, = —(4—i) = —4+1i.
De méme on cherche x tel que x> =15+ 8i =16 + 8i — 1 = (4 + i)?
Il'y a donc deux solutions x; =4 +ietx, = —(4+1i) = —4—1i.
Les solutions sont
{4—i,—-4+i,4+i,—-4—1i}
Allez a : Exercice 12 :
10. x* + 4x3 + 6x2 +4x—15=0
Il faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s’apercoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x + 1)* = x* + 4x3 + 6x2 + 4x + 1 donc
x*+4x3+6x2+4x—-15=0(Cx+1D*-1-15=0 (x+ D* =16

{ |(x + 1)* = 16 @{ lx +1]* = 2*
arg((x + 1)*) = arg(16) + 2kn, k€ Z 4arg(x+1) =0+ 2k, kEZ
[x+1| =2 ifem
S 2km Sx,+1=2e2,
arg(x +1) ===, k €{0,1,2,3} k
ikm

ke{0123}ex, =—-1+2e72, k €{0,1,2,3}
TT
Xo=—1+2=1; x;, =—1+2e'2 = -1+ 2i;

X, =—1+2e"=-1-2=-3; x3=—1+263¥:—1—2i
Sont les solutions.
Allez a : Exercice 12 :
11.z23+3z-2i=0
On voit que i est une solution évidente (car i3 + 3i — 2i = 0) donc on peut mettre z — i en facteur.
z34+43z-2i=(z—-1)(az?+bz+c) ©z3+3z—2i=az3+ (—ia+b)z?> + (=ib +c)z—ic
a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia=1i
—ib+c=3")c=3+ib=2
—ic = —=2i c=2
z3+3z-2i=(z—-)(Z*+iz+2)
Le discriminant de z2 + iz + 2 est A = i? — 4 x 2 = —9 = (3i)?
Il y a deux solutions

_—i=30

—i+3i
5= _

=1

—2i t =
> i et z >

Il'y a donc deux solutions, z;, =i et z, = —2i.
Allez a : Exercice 12 :
12.

A=1+a)?*1+i)?-41+a®)i=0+2a+a®>)(A+2i—1)—4i — 4ia?
= 2i + 4ia + 2ia® — 4i — 4ia® = —=2i + 4ia — 2ia? = =2i(1 — 2a + a?)

=(1-)2(1-a)?=(1-D(1-a)°
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1+ +)-(1-)(1—-a) 1+it+atia—(1-—a—i+ia)

Zl 2 2 :a+l
1+a)@+d)+@-i)(1—-a) 1+i+a+ia+l—a—i+ia ]
zZ, = > = > =1+ia

Allez a : Exercice 12 :
13.A=(1-5i)?—4i(6i—2)=1—-25—10i + 24+ 8i = —2i
Il faut trouver & tel que A = §2
Premiére méthode :
—2i =1—2i—1=(1—1i)?c’est une identité remarquable. Donc §; =1 —ioud, = -1+
Deuxieme méthode
_ : Y . 1\2 L2 2 . a?—-b*>=0
Onposed =a+ib,A=6*“ -2i=(a+ib)* © -2i=a*—b +2Lab(:>{ 2ah = —2
On rajoute 1’équation |A| = |62| © |-2i| = a? + b? © 2 = a? + b?
a?—-b2=0
a’?+b%? =2
d’ou I’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = —2 & ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe oppose.
Sia=1lalorsb=—-1etd=1—ietsia=—1alorsb=1etd§=—1+i. Cesontbien les mémes
solutions qu’avec la premiere méthode.
Troisieme méthode

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 © a? = 1,

3im 3im
A= —2i=2ez, donc les racines deuxiémes de A sont § =+/2ez = \/§<cos (%”) + isin (%)) =
. 3im
VI(- 2488 = 1 tiets=—VZer =1-1.
Pour résoudre iz2 + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0, on n’a besoin que d’une racine deuxiéme, on prend, par
exemple § =1 —1i.
Les deux solutions sont :
—(A-5D)-(1—i) —2+46i —-1+3i (=1+3)(=i)
B 2i 2 i i(—i) B
- -5D)+(1—0) 4
2= 2i 20

3+

Zy

Allez a : Exercice 12 :
14.
A= (=G +0)) =41 +)(=6+4) = (3 +1)% — 4(—6 + 4i — 6i — 4)
=9—-1+6i—4(—10—2i) =8+ 60+ 40+ 8i =48 + 14i
On pose § =a+ib, A=6% <48+ 14i = (a + ib)? © 48 + 14i = a? — b?* + 2iab &
{az — b? =48
2ab = 14
On rajoute 1’équation
Al = |62 @ |48 + 14i| = a? + b?2 © 2|24+ 7i| = a® + b? @ a? + b% = 24/242 4+ 72 & a? + b?
= 2V576 + 49 & a? + b? = 2V625 = 2 x 25 = 50
a’? —b? =48
a? + b%? =50’
49, d’ou l’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’aprés I’équation 2ab = 14 & ab = 7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme
signe.
Sia=7alorshb=1etd§ =7+ietsia=—7alorsb=—-1etd =—-7—1i
Deuxiéme methode
A=48+4+14i=49+2x7i—1=(7+i?doncd=7+iouéd =-7—1i.

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 98 © a? =
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Troisieme méthode

2
e (@2 —Db? =48 az_(Z) =48 [a®-3=48 (449 =48a2
On reprend le systéeme { ab = 14 a ; =
ap = b

a*—48a* -49=0 A%> — 484 —49 =0 o
N , le discriminant de A2 — 484 — 49 = Q0 est A’ = 482 +

b=1 b=1

B0 _teta, =249 4, <0 donc il

n’y a pas de solution de a® = —1, par contre a®> = 49 admet deux solutionsa = —7 eta = 7.

4 x 49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont 4; =

Sia=-7alorsb = 5 =—1letsia=7alorsh = % = 1, on retrouve les mémes solutions.
Les solutions de (1 + i)z?> — (3+i)z— 6+ 4i = 0 sont :

GB+i)—(7+D) 4 2 2(1—1) ]
z = - =- N =" - = — =—-1+i
2(1+41) 2(1+10) 1+1i 12 + 12
_(3+i)+(7+i)_10+2i_5+i_(5+i)(1—i)_5—5i+i+1_6—4i_3 iy
270+ 20+0) 1+i 12412 12412 2 !
Allez a : Exercice 12 :
15.

A=(=(9+30))" — 41 + 20)(=5i + 10) = (33 + 1)?) — 4(=5i + 10 + 10 + 20)
=9(9 — 1+ 60) — 4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i

= —8—6i
Onpose § =a+ib,A =62 = —-8—6i =(a+ib)? © —8—6i =a? —b? + 2iab &
{az—b2=—8

2ab = —6

On rajoute D’équation |A| = |62 & |-8 — 6i| = a® + b? & a? + b% =/(—8)2 + (—6)2 © a? +
= V6236 © a? + b? = Y100 = 10
—b?=-8

24+ bp%2=10’
1, d’ou I’on tire b2 = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,
d’apres 1’équation 2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
Opposeé.
Sia=1alorsh=—-3etd=1—3ietsia=—1alorsb=3etd =—-1+3i

Deuxieme méthode

Avec le systéme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 & a? =

m|w

2 9
2 12 _ a* —— = —8
On  reprend le  systeme {a b* = ( )
b

||
S
I
|

a* -9 = —8a? a*+8a2-9=0 A2+84-9=0 L
p—3 e p =3 e p=23 , le discriminant de 4% + 84 — 9 = 0 est

a a a
A =82+4x9 =100 =102 donc ses solutions sont 4; = ——=—9 et A, =—2=1, 4, <0

donc il n’y a pas de solution de a? = —9, par contre a? = 1 admet deux solutions a = —1 eta = 1.

. -3 . -3 N .
Sia=—-1alorsbh = —= 3etsia=1alorsb = —= —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisieme méthode
A=-8-6i=1—-6i—9=(1-3)?doncd=1—-3ietd=—-1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z% — (9 + 3i)z —5i + 10 = 0 sont :
(9+30)-(1-3) _ 8+6i _4+3i _ (4+3)(1—2i) 4-8i+3i+6 _

AT 120 200+20) 1420 12422 10 !
O+3)+(1-3) 10 5 _sa-20_ . .
2= oa+20 20420 1420 12+22 !

28



Pascal Lainé

Allez a : Exercice 12 :
16. A = (—(6i + 2)?) —4(1 + 3i)(11i — 23) = (6i + 2)? — 4(11i — 23 — 33 — 69i) = —36 + 24i +
4 —4(—56 — 58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)
Si j’ai mis 64 en facteur, ¢’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 + 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.

2 _ L2 —
Onpose6=a+ib,A=624:)3+4i=(a+ib)2(:)3+4i=a2—b2+2iab<:>{a2abb_23
On rajoute 1’équation |A| = |6?| @ |3+ 4i| =a? +b?> @ a? +b?> =V32 +42 @ a? + b2 =+/25=5

a’? —b%?=3
a’ +b%2 =5
d’ou l’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

Sia=2alorsb=1etd=2+ietsia=—-2alorsb=—-1etd=-2—-1i
Donc (2 + i)? = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 82(2 + )2 = (8(2 + )" = (16 + 8i)?
Deuxieme méthode
3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode
On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 8 & a? = 4,

2\2 4
2_p2 =3 a2—<—) =3 a*—— =3 a* — 4 = 3a? a*—3a2-4=0
{a Y T Ve a oS a 1= 2 = 2
b=-— b=- a a
a a
A2 —-34—-4=0
S 2
p==
a

Les solutionsde A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA4, = 4, donc a? = 4,
Sia=—2a|orsb=§=—1etalor56=—2—i,sia=2alorsb=3— letalorséd =2 +1.

2=
Les solutions de (1 + 3i)z% — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0 sont
_6i+2-(16+8) —-14-2i -7—i (-7-)(1—-3) —7+21i—i—3

_ _ _ _ = —1+42i
“1 2(1 + 30) 2(1+30) 1+ 3i 12 + 32 10 +al

_6it2+(16+8) 18414 _9+7i (9+7D(A-3) _9-27i+7i+21 .
2T 0430 200+30) 1430 12432 10 = !

Allez a ; Exercice 12 ;

Correction exercice 13 :
On pose X = Z2,
Z*+(3-6i)Z°-8—-6i=02X*+(3—-6i)X—8—-6i=0
Le discriminant est
A=(B-6i)2—4(—-8—-6i)=9—36i—36+32+24i=5—12i
Lesracines carrésde 5 — 12i :
N2 : 2 _ 32 o , a?—-b*=5__Li(a®>-bp%>=5
(a+ib)°=5—-12i o a*—->b +21ab—5—121(:>{ 2ah — 12 (:)LZ{ b =6
On rajoute 1’égalité¢ des modules
a? +b? =+/52+ 122 =25+ 144 =169 = 13 L,
En additionnant L, et L3, on trouve 2a? = 18 donc a? = 9, c’est-a-dire a = +3.
En soustrayant L, a Lg, on trouve 2b? = 8 donc b? = 4, c’est-a-dire b = +2.
D’aprés L, a et b ont le méme signe donc les deux racines carrés de 5 — 12i sont : 3 + 2i et —3 — 2i.

Les solutions de X? + (3 — 6i)X —8 — 6i = 0 sont :
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—B-6)—(3+20)

X, = - = —3+4i
Et
X, = -3 - 61)2+ (3+2i0) _ o

OrX,=-3+4+4i=4+4i—1=(2+1i)?donc Z? = —3 + 4i a deux solutions :

Z,=2+i
Et

Z,=—2—i
De plus X, = 2i = (1 + i)? donc Z2 = 2i a deux solutions :

Zy=1+i
Et

Zy=—-1—i

Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
1. Onpose X =a €R
1-Da®-G+Da’?+(A+6)a—4i=0a®>—-5a’+4a+i(-a®—a?+6a—-4)=0
(:{ a®—-5a’°+4a=0
—a®—-a’+6a—4=0
a®—-5a°+4a=0<a(a®>—-5a*>+4) =0

Donc cette équation admet 0, 1 et 4 comme racine. Seul 1 est solution de —a® — a? + 6a — 4 = 0 donc
il existe une unique solution réelle a = 1.

2. Onfactorise (1 —i)X3 — (5+i)X%2 + (4 + 6i)X — 4i par X — 1. ll existe alors a, 8 et y telle que :

A-DX3-G+DX?+@+6D)X—-4i=X—-1)(aX?+BX+7V)

OrX—D(@X?+pX+y)=aX3+(B-a)X*+(y—-B)X—y

a=1-—1i a=1—-1
s —a=—(5+i =—G+i)+1—i=—-4-2i

On en déduit que : '8]/_324(_'_61.)@ p y=(4+gi—4—2i=4i
—y = —4i y =4i

D’ou

A-DX}P-G+DX?+@+6DX—4i=0 X -D((1-DX>—(4+2DX +4i) =0
@{ X=1

1-DX?—(4+2)X+4i=0

Le discriminant de 1’équation du second degré est :
A=@4+2)2-4(1—-i)x4i=16+16i—4—16i — 16 = —4 = (2i)?
Les deux racines sont alors
44 2i —2i 2 2(1+10)
LEDaTy 1o e
CA+2i+20 2420 2(1+0)7
&"zm—o T1-i 0 12+12
L’ensemble des solutions est S = {1,1 + i, 2i}.
Allez a : Exercice 14 :

i

Correction exercice 15 :
1. Soita € R tel que:
a2+ (1-2Da*-31+da-2+2i=0ea*+a?>—-3a—-2+i(-2a>-3a+2)=0
{a3+a2—3a—2=0
—-2a*—-3a+2=0
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Les solutions de I’équation —2a? —3a+ 2 =0sonta, = —2 eta, = %

(2% +(=2)2-3(-2)—2=-84+4+6-2=0
2

1,3 1 1 1 1 3 1+2-12-16 25
() +G) ~3(3)-2=5+3-32- 8 =570
Donc seul —2 est solution de (E)
2. Onpeutdiviser X3+ (1 —2)X?—-31+i)X—-2+2iparX + 2
X3+ -20)X2-31+)X—-2+2i X+2
X3 +2Xx2 X2+ (-1-2DX—-1+i
(—1-2)X2-3(1+ )X —-2+2i
(-1 -20)X?+2(-1-2)X
(F14+DX—-2+2i
(“1+DX—-2+2i
0

Par conséquent
X3+ (A-20X?>-31+DX—-242i=X+2)X?°+(-1-2D)X—-1+1)
=X+2)X*-(1+2DX—-1+1)
Les solutions de (E) sont donc

X2—(1+20X+i—-1=0
A=(142)2—-4(-1D=1+4i—4—4i+4=1

_1+2i-1
1= > =1
1+2i+1 )
2=T=1+L

Allez a : Exercice 15 ;

Correction exercice 16 :
A= (i) +4(1+i)=4+4i—1=2+1i)?
Les solutionsde Z?2 —iZ —1 —i = 0 sont

_iH2di_
1= > = l
i— 2+
- @+0 _ 4
2
Les solutions de z® — iz3 — 1 — i = 0 vérifient
1
o 2% = V2 |23 = 22
22=1+i=V2e7 & o T =3 T
arg(z)=Z+2kn, k ez 3arg(z)=z+2kﬂ, kezZ
1
|z| = 28 1,m 1 3im 1 17in
& T 2km ©zE€ {26e‘12; 26e74 ; 26e 12 }
arg(z) = IR + = k € {0,1,2}
Ou
Z3__1(:){ 2% =1 @{ 2> =1
arg(z®) =m+ 2kn, k€Z 3arg(z) =m+ 2kn, k€L
lz| =1
S m  2km
{arg(z) =3 + X k € {0,1,2}

Il'y a donc trois solutions
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in 3in ; Sim _im
zy=e3; z3;=e3 =e"=-1; z,=e3 =e¢ 3
Finalement il y a six solutions
1 .7 1 3im 1 17im in _im
{263 12; 26e 4 ; 26 12 ;e3;—1;e 3}

Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
1. Soit a € R une solution de (E)
a*-3a3+2-Da’*-3+i=0a*—-3a®+2a?°+3a-3+i(-a*+1)=0
ﬁ{a4—3a3+2a2+3a—3=0
—a’+1=0
a,; = —1 est solution de a* — 3a® + 2a? — 3 = 0 et a, = 1 est solution de a* — 3a® + 2a? + 3a —
3 = 0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X? — 1 en facteur.
2. llexiste a, b, c € C tels que
X*=3X3+Q2—-0)X*+3X—-3+i=X?>-1)(aX?>+bX +¢)
On développe
X?2-1(aX?+bX+c)=aX*+bX3+(c—a)X?>—-bX —c
Par conséquent

( a=1

' =-3 a=1
4c—a—2—1®{b=—3
[ —-p=3 c=3-1i
t c=-3+1

X*—3X3+Q2-DX?+3X-3+i=X?*-1DX?-3X+3-i)=0
Il reste a trouver les solutionsde X? —3X+3—i =0
A=9—-4B-)=-3+4i=1+4i—4=~1+ 2i)?
Les racines carrées du discriminant sont 6 = +(1 — 2i)
Il'y a deux solutions
_3-01+2i)
1= 2 -
34142
27 2

-1

=2+

L’ensemble des solutions de (E) est
S={-111—-1i2+i}
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :
\/_ 3 3im
1. X3 = 2\/—(——+l—) = 2z¢ 2

%
Donc
3
2 V2 3 3in |X3| =22
—2f<——+v—>—me4@ 3
V2 2 arg(X3) = T + 2km, kE€Z
3 1
X3 =22 |X| = 22
< 3n And m  2km < Xy
3arg(X) = T-I_ 2km, k€T arg(X) = Z+T' k € {0,1,2}

(T 2KkT
—vze!d*3),  keke(012)
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i V2 2
Xo =\/§€T:\/§(7+i7> =1+
, 2 11i
)(1 = \/Eel(%+%) = \/Eel_én
, 4 19i
X, = V263 = ae iz

2.
3im X3 = 2° 1X|3 = 23
X3=-8i=2%2 & 4 3T & 3
arg(X)=7+2k7T, kel 3arg(X)=7+2krr, k eZ
X| =2 iy
=3 n  2km © X, =2e\27 3, k € k € {0,1,2}
arg(X) = E-I_T’ k € {0,1,2}
in
X, =2ez =2i
. T 2T 7im 3 1
X, =2e'@"3) =2¢6 =2 —£——i =—V/3-i
2 2
. T AT 11lim \/§ 1
X, =2e'G*3) = 2076 =2<7—Ei>=\/§—i

3. Onpose X =73

1 1
EZ6+(1+3i)Z3+8+8i=O(:>EX2+(1+31')X+8+81'=0

Le discriminant de cette équation est :
1
A= (1+3i)2—4><§(8+8i) =1+6i—9—16—16i = —24—10i

Les racines carrés de —24 — 10i :
_p2 — _ 2 _ 52
b?=-24 _ Ly {a b? = =24

2
(a+ib)? = —24 — 10i © a? — b% + 2iab = —24 — 10i & {“
ab = -5

2ab = —10 L,
On rajoute 1’égalité des modules

a? 4+ b? =+/242 + 102 = V576 + 100 = V676 = 26 L,
En additionnant L, et L3, on trouve 2a? = 2 donc a? = 1, ¢’est-a-dire a = +1.
En soustrayant L, a Lg, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, c’est-a-dire b = +5.
D’aprés Lo, a et b sont de signes différents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont : 1 — 5i et
-1+ 5i.
L’équation du second degré a pour racine :

—(143i)—(1-5i
X, = ( ) 1( l)=—2—2i

2X7

Et
—(1+30) + (1 —50)
2: 1 =
ZXE

—2i

Les six racines de

1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0

Sont les six complexes trouvés en 1°) et 2°).
Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
3 , ad+1=0
1. Posonsz=a€eR,(E)ea’+1—-i(a+1)=0e a+1_0=>a=—1
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2. Onpeutdiviserz3 —iz+1—i=0parz+1
z3—iz+1—i

z3 4 72

Pascal Lainé

z+1

—z%2—iz+1—1i

—ZZ —Z

1-Dz+1—i
1-Dz+1—i

0

z2—z41—-1i

z2—z+1—iapourdiscriminantA=1—-4(1—i)=-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?

Les racines de ce polynéme sont :

7, = 1—-(1+2i) — i et 7, = 1+(12+21) =141

Les solutions de (E) sont —1, 1 + i et —i.
Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
1. Soit x € R une racine de (E)

x*—(B+V3)x®+(2+3V3—i)x?+(—2V3+3i)x—2i=0
ox*—(3+V3)x3+(2+3V3)x2 —2V3x +i(—x2+3x—2) =0
- {x4—(3+\/§)x3 +(2+3V3)x?2 —2V3x =0 ()
—x2+3x—-2=0
Les racines de —x? + 3x — 2 = 0 sont aprés un petit calcul x; = 1 etx, = 2
1*—(3+v3)13+(2+3V3)12-2V3x1=1-3-V3+2+3V3-2V3=0

Donc 1 est racine de (%)
24— (3+V3)23 +(2+3V3)22-2V3x2=16—-3x8-8V/3+8+12V3—-4V3 =0

Donc 2 est racine de (%)
On peut diviser le polyndme par (X — 1)(X —2) = X2 —3X + 2

X' —(B+V3)X3+(2+3V3—-i)X?+ (-2V3+3i)X—2i |X*—3X+2
X* —3x3 + 2X? X2 —\3X—i
—3x3  +(3V3-i)X? +(-2V3 +3i)X — 2i
—/3x3 + 3/3X? — 23X
—iX? + 3iX — 2i
—iX? + 3iX — 2i
0

Il reste a déterminer les racines de X2 —v/3X —i =0
A=3+4i=(2+1i)?

_V3+2+4i V3, 1. (1 V3\_ V3 i
AT T, T tT TN T, 2 2
V3-2—-i 3 1 {1 3\ 3 i
Zy=——F—=7"-1—-ci=-1+4+i|l-s—-i—5|=7—-1—3
2 2 2 2 2 2 2
V3 i V3 i
S—{1,2,7+1+§,7—1—§

Allez a : Exercice 20 :
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Correction exercice 21 :
1.

2=<\/2+\/§+i\/2—\/§>2=2+\/§—(2—\/§)+2i\/2+\/§\/2—\/§

:2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/§)=2\/§+2i\/22—3=2\/§+2i

22 = (2V3) +22 = VA x3+4=VI6 =4

Si on pose 8 = arg(z?), cos(8) = i \/_ etsin(@) === E L donc 9 = %+ 2km

Autre méthode :
2 = 23 4 2i =4(§+1i) = 2¢%. donc @ = = + 2kn
2 2 ! 6 )

On déduit de la premiére question que |z?| = 4 donc |z|?> = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments

possible de z sont %(§+2kn) =1—"2+k7r, k € {0,1}, donc z = 2eiz ou z = —2e1z. Mais z =

\/2 ++3+ i\/2 — /3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = 2e1z,
3. D’apres la question précédente

ZQ%Z\/2+\/§+i\/2—\/§<:>2<COS(1T[2)+lSIIl(12)>=\/2+\/§+i\/2—\/§

( T V3
LR R R e {COS(§)=ﬁ

< CoS (17TZ) + isin (12 > >

Allez a : Exercice 21 :

Correction exercice 22 :
1.
u4=_4@{ u®| = |4 @{ lul* = 4
arg(u*) = arg(—4) + 2kn, k€ Z 4arg(u) =n+2kn, kEZ
1 1 1
lu| =42 = (22)2 =22 =2
o

km
arg(u) = Z > k €{0,1,2,3}

Il'y a quatre solutions

uo=ﬁe%=ﬁ<g+¥>=1+i
ul—\/—e3in—\/—<—g+¥>=—1+i
u2=\/§esil:\/§<_§_¥>:_l_i:u_l
u3—\/_€7m=\/_<g—g>=1—i:u_o
2.
(4D + 4z =D = 0o (241 = ~4(z - D o (22) =4
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+1 . . , . .
On pose u = 271’ il y a donc 4 solutions que I’on trouve en exprimant z en fonction de u.

z+1
u= _1(:>u(z—1)=z+1@zu—u=z+1(:>zu—z=u+1@z(u—l)=u+1(:>z
_u+1
Tu—1
_wotl_14i+l 240
-1 1+i-1 ¢ A
w1l —1+4i+1 0 i(=2-0) 1 2
AT -1 A+i—-1 —2+i (—22+12 5 &'
_mtl_mHl_ 12
2= —1 ;-1 AT575!
_u3+1_u_0+1___1_|_2
BTu o1 -1 T T
Allez a : Exercice 22 :
Correction exercice 23 :
1.
3| = 3 _ 2
X3=—2\/§<:>{ ; X% = 2v2 @{ 1X1® = (vV2)
arg(X®) = arg(—2v2) + 2kn, k €Z 3arg(X) =m+ 2kn, k€T
X =2
n 2km
arg(X) = 3 +T' k € {0,1,2}
Les trois solutions sont
(T 2KT .(2k+1)m
szx/zel(3+3)=\/§e173 , ke{0,1,2}
Soit
in 1 3\ V2 6
= 3 = — | — | = — | —
Xy V2e \/§<2+12> 2+12
3im
Xlz\/ieT:—\/i
Sim 1 3\ V2 6
= 3 = —_—— ] =— = —
X, V2e \/i(z 12> > 12
2.
z+10)3 Z+ 0\
(z+i)3+2\/§(z—i)3=0<:)(z+i)3=—2\/§(Z—i)3c>gz_l;3=—2\/§(:)<Z_i) =-2V2
On pose
z+1i
X = -
Z—1

Il faut trouver z en fonction de X
z+1i

zZ—1

X =

cXz-i)=z+ieXz-X=z+ieXz-—-z=X+ieozX-1D)=iX+1 oz
X+1

X -1
Il'y a donc trois solutions
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V2 6\ (V2 6

s Fecan Forvih (Foef)(F-1-0f
ZO_lXO_lzl =1 — _ i
Frgo oot () +(9)

<@—1> +<§2 AACAEES
_._Ve .1
~3-vz 32

K+l VIl VZ-1_ Vz-1)

2
Zi =1 V2-1) =i(2-2v2 +1
-1 'Teo1 V2+r (ﬁ+1)(«/§ 1) (V2=-1) =4 )
=l(3—2\/_)
X, +1 X_0+1 (X0+1> <X0+1) _ N |
Z _l l_ — —_ = - — —1
X,—1 "X,—1 \Xp—1 X, —1 0 3—-v2 3-42
Allez a : Exercice 23 :
Correction exercice 24 :
1. Les racines quatriéme de ’unité sont {1, i, —1, —i}.
4im
2. —1—i£=e7donc
2 2
4 4ln 4
1 V3 aim |X*| = [e’3 1X|*=1
X4:—§—i7<:>X4:e3(:> A = A X_47r k. k€ Z
arg(X4):?+2kn, keZ arg( )_?+ T KE

|X] =1

- k X, = /G k€ (01,2,3)
T f—3 =
arg(X) = = + - ke(0123 ¢

Il'y a quatre solutions :

Autre solution

—% sz j2. DOI']CX4————1£_] <:>X4—]2_0 Or

Xt—j2=X*-NX*+) =X*—jHX* -5 =X - jHXA +jHX — 5 (X + ij2)
D’ou les solutions'

e tn ottt (3 40) < fara L

3. OnposeY = X*, l equatlon est alors du second degré.
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Le discriminant est

o (i) a(de D) s 3 B (1)

2 2 2 4 4 2 2 2 2
in
= 3e3
Donc les solutions de §2 = A sont
in V3 1\ 3 3 it 3 43
= 6 = e [ — = - | —— = — 6 — —(— | ——
§ =/3e \/§<2+12> 2+12 et § V3e (2+12)
L’équation du second degré a alors deux solutions :
1. .3\ (3,.V3
o)),
h= 2 =377
Et
1,.v3),3,.V3
—<—§+17>+7+17
Y, = =1
2 2
L’équation du huitiéme degré a pour solution :
11+_\/§, \/§+,1 ) 1 V3 V3 1
R R RS M R R B
Autre solution
1 3 1 3 Y\*> Y
Y? ——+i—|Y—=—i—=0&oY?+jY '2=O(:)(—> —+1=0
+< 2+12> 5Tl +JjY +) F +j+
Lessolutionsde T2+ T+ 1=0sontT, =jetT, = j?
Donc%=j=>Y1=j2et%=j2=)Y2=j3=1
Et on termine de la méme facon.
Allez a : Exercice 24 :
Correction exercice 25 :
2
2 .
1+i-V3a-0\  (1-V3+i(1+v3)) (1-V3+i(1+V3))
1+ B 14 B (1+1i)2
C(1-V3) - (1+v3) +2i(1-V3)(1 +3)
- 1—1+2i
1-2V3+3—-(1+2V3+3)+2i(1-3) -4/3-4i  4(V3+i)
B 2i 20 2i
=2i(vV3+i)=-2+2iV3
2
1+i—V3(1—i 1 3 2in
\/—,( ) =-2+42iV3=4 ——+i£ = 4e3
1+ 2 2

Autre méthode

14+i-V301 -0\’ 1-i\? 1-0?\* 1-2i— 1y
( 1+ ) =<1_\/§1+i) _<1_\/§12+12> _<1_\/§ 2 )

2

=(1+1V3) = 2<%+i§) = (=212 = 4j* = 4j = 4<-%+i§>
=—2+2iV3

Allez a : Exercice 25 ;

38



Pascal Lainé

Correction exercice 26 :
1.
1+ (1+0)? 14+2i—1 2i
1-i 12+(-0Dz_ 2 2 ‘'~¢
Donc le module de % est 1 et un argument est g

2010 =4 x 502+ 2
4X502+2 4%X502+2 4. 502

(1 t 2)2010 = (1 j i) - (eig) _ ((ei%) ) y (elg>2 _ (27 i

= 1502 x (-1) = —1

L

NE!

2.
2010
2010 1 V3 2010
(1 + l\/_) <2 + l?) — (2(_]-2)) — 22010 ><]-4020 — 2201oj3x134o
— 22010(]-3)1340 — 22010 5 11340 _ 92010

3.

1+i\/§ 2<%+l§> eig (T T 1 .1

= =\2—= \/Ee‘(i—z) = 22e'12

4

1+ ﬁ<g+1g> ol

1 ,m\" n nm
Z = (223112) = 27e'12

7= 1+) =

zz = (=" = (=)"*"
Sin=0 [6],n=6k, k €Z,z5k =j12k = (—=1)°(j3)* = 1** =1
V3

Sin=1[6],n==6k+1, k €Z 25" = (=1)j12k+2 = (—1)(j3)*j2 = —1*%j2 = —j2 =§+ i—

RS

Sin=2[6],n=6k+2, k€Z z5"? = (=1)%12k+* = (~1)2(3)*j2 = 1%j4 = j = ——+i 2
2 2
Sin=3 [6], n = 6k + 3 k € Z, Z6k+3 — (_1)3j12k+6 — (_1)303)4]('6 — _14-kj6 =1

Sin=4 [6],n=6k+4, k €T, 258" = (—1)*j12k+8 = (j3)4K;8 = 14K;2 = ;2 —%— i‘/2—§
Sin=5 [6], n=6k+5, k€Z, Z6k+5 — ( 1)5 12k+10 — _(]'3)4-kj10 — _14k' — _j :%_ l?
1 . sin(6) _
1+ itan(6) B ti cos(@) cos(@) + i sin(0) _ elf a0
BT itan() _i sin(f)  cos(0) —isin(0) e~i®
cos(60)
n — p2iné
z, = 1+ cos(¢) + isin(¢p) = 2 cos?(¢p) + 2isin (%) cos (%) = cos (%) (cos (%) + isin (%))
No)
= cos (%) e'z

= ()

cos (%) n’est pas forcément le module de z, car cos (%) n’est positif que pour certaine valeur de ¢.

Remarque :

Allez a : Exercice 26 :
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Correction exercice 27 :

n

(V3+i) =2 <§ + %) = 2n (eig)n —2mee

(\/§+i)nER=>(\/§+i)n—(\/§+i)n=O(:)e%n—e_%=0=>sin(%)=0=>Elkez,%
=kn(:>3keZ,g=k<:>ElkeZ,n=6k
ninm nim

(\/§+i)nEiR(:)(\/§+i)n+(\/§+i)n=0®eT+e_T=0@cos(%)=O

nt n 1
ﬁﬂkEZ,?=E+kn<:>EIkEZ,g=§+k<:>EIkEZ,n=3+6k

Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :
z = pe'®
2k + 7% = pkekid 4 pke=ki6 — pk(ekie + e—kie) = 2pk cos(kO)
(z+72)(2* + EZ) (2" +Z") = 2p cos(8) 2p? cos(26) ...2p™ cos(nh)

n(n+1)
= 2Npl*2+4n c65(0) cos(26) ...cos(nf) = 2"p~ 2 cos(8) cos(280) ...cos(nh)

Allez a : Exercice 28 :

Correction exercice 29 :

1.
M+izl=1-izlell+izlP=1-izP o A +in)(1+iz) =1 —iz)(1-iz)
c(1+iz)1—-iz2)=0Q-i2)A+iz)el1—-iz+iz+zz=1+iz—iz+zz
S —iztiz=iz—izez=z292z€R
2.
1+iz\" 1+ia 1+ iz\" 1+ia 1+iz|" ] _
( .)= - =>( ) = - —| =1=|14+iz|=]|1—iz|>z€R
1—-iz 1—ia 1—iz 1—ia 1—iz

On pose z = tan(8) = :;((Z)) (ce qui est toujours possible puisque pour z € R il existe un unique
6 €] —7,~[ tel que z = tan(6)) ainsi
. sin(0) .
1+iz 1+ i55s(0) _cos(f) +isin(6)  e?
1—iz , ; sin(0) ~ cos(0) —isin(f) e~
cos(6)
_ __sin(a) _. .
Eta = tan(a) = P ainsi
1+ia _ 2ia
1—ia

<1+iz>"_1+ia
1—iz)/  1-—ia
Donc les solutions sont

2in6 _ _2ia a  km
Se =e @2716=2a+2k7r,kEZ<:>9=;+7,ke{0,1,...,n—1}

a kr
Zp = tan(—+—>,k €{0,1,..,n—1}
n n

Avec a = tan(a)
3.
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V3+i  — 3 e's &
V3—i 3—i g

.TT
On peut aussi exprimer ce quotient sous forme algébrique et constater qu’il vaut e's.
On cherche les complexes tels que

lz]?> =1

T
< 3arg(z) =§+2kn, keZ

i3
3| = el3

s |z

T
arg(z®) = 3 +2km, kEZ

S 2k
arg(z) =g Tn, k € {0,1,2}

: T 2km
Il'y a trois racines cubique de % zy =e9 s,k €{0,1,2}

T 7T 131

Zy = e'9; Z; = el 9 Z, = e o
Allez a : Exercice 29 :

Correction exercice 30 :
2z+1 : . . : . e
Onpose Z = %, les solutions de Z* = 1 sont 1,i, —1 et —i (ce sont les racines quatriéme de I’unité)

2z+1
=TT eG@-DI=utlen-I=utleZ-2u=I+1e2Z-2)=2+1
L, _Z+1
“T72
Il'y a 4 solutions
1+1
=1 37"
i+l (4 D(=i-2) 1-2i-i-2 1 3
AT 2T T2+ (22 T 5 -5 5
~1+1
==
_Sikl_ (4 DE-2)_ 142i+i-2_ 1 3
BT 2T 2+ (-2 5 - 55

Allez a : Exercice 30 :

Correction exercice 31 :
1—i

1-ivV3

sous forme trigonométrique

1—1i ﬁ(%z_lﬁ) e_i% .(T[T[) LT
1-iv3 2(1_.V§> :V§e4gzwie H = e

11 faut d’abord écrire

2 2
Premiére méthode

.TT
1—i y* it om 24| = |4e'3
Z4=( .l ) @Z‘l':(\/ielﬁ) =43 & 7T| |
1—iV3 arg(z*) = 3 + 2km, k €Z
|z|* = 4 |zl = V2
PN T S m  km
4arg(z) = 3 + 2km, k € Z arg(z) = E + 7,]( € {0,1,2,3}

Il'y a quatre solutions
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LT (T 7im 13im 19im
20 = VZe'13; 2, = V2 (T2%5) = V2173 2, = VZelT5) = VEe 17 2, = V2ei(T5+7) = VI 1T
Deuxiéme méthode
1—i (1-D(1+iV3)  1+iV3-i+V3  1+V3 | .V3-1
— = 7= = = +1
1-iv/3 12+4(=v3) 4 4 4

On pose a =

1—i\* Z\4 z
Z4=< ) <:>Z4=a4<:>(a) =1@Ee{l,i,—l,—i%:)ZE{a,ia,—a,—ia}

1—-iV3

(1443 3-1 V3—-1 1+43
La=l< 4 +1 4 >=— 4 +1 4
1++v3 3-1
ATTTy T
3 -1 1443
—la=—p— iy

Remarque :

En réunissant ces deux méthodes on pourrait en déduire les valeurs de ei(ﬁ+k5), k € {0,1,2,3}.
Allez a : Exercice 31 :

Correction exercice 32 :
1.

1 3 2im 1 3
u2=4<—§+i7>—4e3 (:)u—+263—+2<2+1—> +(1+iv3)

2. Onposeu=z—+%

VA4
A

- su(z—i)=z+icouz—iu=z+icouz-z=iu+iozu-1)=i(u+l) oz

u+1
=i

u =

u—1
Il y a deux solutions
A+iV3+1  2+iV3 2

A=t 1+ivV3—-1 =t iv3 F
_ —1-iV3+1 ; -3 B __v‘(z—zﬁ)__zﬁJrg.
AT, RN B FEY I R A

Allez a : Correction exercice 32 :

Correction exercice 33 :
_1 -
On pose u = % et on cherche les solutions de u® = —8

u3:_8@{ [u®| = |-8] { lul® =8
arg(u3) = arg(—8) + 2km, k€ Z 3arg(u) = m+ 2km, k €Z

lul = 2

k
+ 2 ke(012)

g S

Il'y a 3 solutions

T 1 3 . . N
u0=2313=2<§+i7>=1+i\/§; ulzzem:_z et u2=233 _2<§_l7>_1—l\/_
z—1
u:Z_l@U(Z—l)=Z—1C>’LLZ—Luzz—1@u2_2=_1+luﬁz(u_1)=_1+lu<:>z
—-1+iu
T ou-1
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—1+iuy, -1+i(1+iV3) —-1-+3+i 1+_1+\/§
ZO: = = = — l

Uy — 1 1+i/3-1 i3 V3 V3
—14iy, -1-2i 1 2.
A= -1 - -3 373
14w, —1+i(1-iV3) -1+V3+i 1 -1+V3
2T, o1 1-imB-1 | -3 BT

Allez a : Exercice 33 :

Correction exercice 34 :
2ikm

1. X, =e 3 ,aveck €{0,1,2}.

2in 2T\ [2m 1 i3 4im 4m\ /4w
Xo=1,X,=¢€3 =cos(?)+151n(?)=—E+7=],X2=e3 =COS(?)+lSIH(?>

3. j3 =1, puisque j est solutionde X3 = 1,doncj xj2 =1=j = ]iz

T T S : i3 _
4. 1+j+]j —Tj—rj—OC&rjilet] =1
Autresolution1+j+j2=1+(—%+%§)+(—%—%§)=0

C’est moins bien car un résultat du cours est que la somme des racines n-ieme de 1’unité est nul, et, ici

1, j et j2 sont les trois racines troisiéme de 1’unité.
1 1 . . . 1 .
5. Fj:—_jz: —j,carl+j =—]28tj—2=].
6. La division euclidienne de n par trois dit qu’il existe un unique couple (q,7) € N x {0,1,2} tel que n =
3q + 7, donc j™ = j39tT = (j3)9j" = 1957 =7, autrement dit sin=0 [3], j"=1sin=1 [3],
jht=jetsij=2 [3]alors ™ =2
Allez a : Exercice 34 :

Correction exercice 35 :

T
V2 [ V2 N2 1 _= = z€*
Zg=—(—1+l')=)23=—<——+i—> Z3=—e_lZ=>4 (\/E)
4 4\ 2 2 22 , 30
karg(z3) = + 2km, k € Z
I{ I 3 = 1 3 ( |Z| = i
-] SO @
3 m  2km
l3 arg(z) = T + 2km, k € Z karg(z) =2 + = k € {0,1,2}
(1 2kT
Il'y a trois solutions z;, = \/%el(T’T), k € {0,1,2}
. (T2 11i (T4 19i
e Lo, L L mm 1 ram 1 o
V2 V2 V2 2 V2
m 2kmy\ % 8k (8k+3)
(z)* = (ie‘(%“‘Tn)) = lel(’”Tﬂ) = lelTn
V2 4 4
) 1 1 11 1 = 1 .19m7 1 .@
t=—e"=—-€R; t="e' 3 =23 : t=_el3 =3 =
(zo) 7€ 2 ER; (z7) 7€ 2¢ ¢ R; (z,) 2 2 ¢ R

Il n’y a que z, dont la puissance quatrieme est dans R.
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Allez a : Exercice 35:

Correction exercice 36 :
1. Les racines quatrieme de I'unité sont {1, i, —1, —i}.
1 .3 in

2. ——— 11— =9e 3 dOﬂC
2 2
3.
4 ur *
1 V3 aim |X*| = |e3 X" =1
Ki=—g-igeXi=zei o 4 S Vaarg0) =2 4 2k, kez
arg(X*) = —+2kn, k€Z arg( )_?-'_ moRE

3
X =1

o ke o X, = /G k€ (01,23
arg(X) = —+7, ke{01,23) k¢ { J

Il'y a quatre solutions :

Autre solution

—%—i j2. Donc X* = —%—l\/——] @X‘*—j =0.0r

Xt—j2=X2-NX2+) =X —jHX* -5 =X - DX + )X - )X + ij?)

D’ou les solutions :

2 2 2 2 2 2

Onpose Y = X*, l’équa‘uon est alors du second degré.

—E-i-l? Y

—_—— ] —

5 1 3 1 3
y+( ) L

Le discriminant est
2

1 3 1 V3 1 3 3 3 31\/§ 1 3
A—<—E+l7> —4(—5—17> Z—Z—L7+2+Zl\/_ E ) =3 E+l7
Donc les solutions de 6% = A sont § = x/§e? = \/§(‘/2—§ + z%) = §+ \/Z_g = —\3es = —(§+ i‘/z—g)

L’équation du second degré a alors deux solutions :

(1 Y3 (38
2772 2772 1 V3
h= 2 =373
Et
1. .v3),3, .43
—<—7+17>+§+l7
Y, = =1
2 2

L’équation du huitieme degré a pour solution :
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1'E+17'l,_7+ >

iz, -1, ——-—i—,—i,—5—iz

1 V3, V3 1 1 V3 V3 1
{ 22”22}

Autre solution
2
Y2+<—%+i§>1/—%—i§=0<:>Yz+jY+j2 =0<:>(]K,) +]Z,+1=0
Lessolutionsde T2+ T+ 1=0sontT, =jetT, = j?
Donc%:j@Yl=j2et%:j2<:>Y2=j3=
Et on termine de la méme facon.
Allez & : Exercice 36 :

Correction exercice 37 :
La on a un probléme parce qu’il n’est pas simple de mettre 11 + 2i sous forme trigonométrique,
essayons tout de méme :

111 + 2] = V112 + 22 = V121 + 4 = V125 = /58 = 5V5 = (V5)’

Si on appelle 8 un argument de 11 + 2i, on a

11 2
cos(f) =——= et sin(f) =——

5v5 5v5

I ne s’agit pas d’un angle connu. Donc il va falloir étre malin, on cherche z = a + ib tel que
(a +ib)® =11+ 2i © a® + 3a%(ib) + 3a(ib)? + (ib)3 = 11 + 2i
3 2 4 (2,2 3y _ - a® —3ab? =11

< a® —3ab“+i(3a*b—b )—11+21=){3a2b_b3=2

On sait aussi que
(a+ib)?| = |11+ 2i| & |a+ib]* = (V) & (Vaz + b2)3 =(V5) @ +p>=5
On remplace a®? = 5 — b% dans 3a?bh — b3 =2
36—-b)b—b3=2¢ —4b3+15b =2 4b3—15b+2=0
Il 'y a une racine presque évidente b = —2, si on ne la voit pas on peut aussi remplacer b? =5 — a?
dans a® — 3ab? = 11
a®-3a(5-a*)=114a®—-15a—-11=0
La c’est plus clair, a, = —1 est solution donc on peut factoriser par a + 1
4a3 — 15a — 11 = (a + 1) (4a? — 4a — 11)

(C’est facile a factoriser)
Les racines de 4a® — 4a — 11 sont a; = %— V3eta, = % ++3

Pour trouver les valeurs de b correspondantes on réutilise 1’équation

3a2b—b*=2obBa?-b)=2eb(3a?2-(5-a?))=2b=

4q%2 -5
=—1=bh= 2 =2
= T 4(—1)2-5_
1 2 2 2 1 1 1 3443
a=-—V3>b= = = ==X ==X
2 2 1 — 2 — 9-3
4(%_\/?) _5 4(1_\/§+4_)_5 12 4\/§ 3 \/§
3443
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1+\/§:>b - - - LV
a:— = = = = =
2 1 2
4(%+\/§) e 4(Z+‘/§+4)_5 12+ 43 3++3

Pour bien faire, il faudrait faire la réciproque (parce que les équivalences ne sont pas claires), admis.
11 + 2i admet trois racines cubiques

1 3++43 1 3-+3
i V34 B ,2+\/§+L -
Allez a : Exercice 37 :
Correction exercice 38 :
143
2 es i(E—E) i T T
————=—F=e\3 4/ =¢'12 = COS + isin
V2 +D) i (12) (12)
2
1+i\/§
_2(1+iv3 1+iVvV3)1 -0 2
(+iv8) 008020 V2 543
\/_(1+z) V2(1 +1) 12 +1 2

=g(1+\/§)+i§(—1+\/§)

On déduit de ces deux égalités que

cos( )=—(1 \/_)—M
sm( )——( 14V3)=——— \/_-H/_
Puis que
an(Z) 2T 00)_FCIHE)_ (1m0 ez,
12 cos(%) g(1+\/§) (1+\/§)(1—\/§) 1-3
Et enfin que
tan(ig)—tan(g—f—z) ' 1 _ 2+43 —2+\/§=2+\/§

wn () 2-v3 (2-V3)(2+V3) 4-3

Allez a : Exercice 38 :

Correction exercice 39 :

On cherche les complexes z tels que z* = 81

z'=812*-92=0((2?2-9)(Z*+9) =0 (z2-39)(*-3Bi)») =0

©(2z-3)z+3)(z-3i)(z+3i)=0
Iy a 4 racines quatrieme de 81 : 3,—3,3i et — 3i
La méme méthode ne marche pas pour les racines quatrieme de —81.
|z*| = |-81] |z|* =81 = 3*
t=-8le {arg(z4) = arg(—81) + 2km, k € Z < {4 arg(z) =+ 2km, k € Z

|z| =3
S km
{arg(z)——+ > .k €{0,1,2,3}

Il'y a 4 racines quatriéme de —81 : z;, = 3e' i+ z) k € {0,1,2,3}
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31T \/E
zp=3e"4 =3[——+i— ) =3V2(-1+1)
2 2
5T \/E \/z
z, =34 =3[—-——i—)=-3vV2(1+1)
2 2
this V2 ﬁ
z3=3e"2 =3[——i— | =3v2(1-1)
2 2
Allez a : Exercice 39 :
Correction exercice 40 :
1.
a. zxy=ezxm =en, ke{0l,..2n—1}
b.
Zn——l(ﬁ{ |z =1 @{ z|* =1
B arg(z™) = arg(—1) + 2kn "~ lnarg(z) = m + 2kn

lz| =1
= m  2km
{arg(z) = + T'k €{0,1,..,n—1}

. i(m+2km)
Ilyansolutionsz, =e » ,ke{0,1,..,n—1}
i im 2ikm
Soitencore z;, = ene n
n —
2. Premiére solution z2" = 1 & { z )
zh=—

La somme des racines 2n-iéme de 1’unité (qui est nulle) est la somme des racines n-iéme de 1’unité
(qui est nulle) plus la somme des complexes qui Vérifient z™ = —1, donc la somme des complexes
qui Vvérifient z™ = —1 est nulle.

Deuxieme solution

2im\ " .
n-1 n-1 . n-1 k 1—=[en ) 2inm
im 2ikm in 20k in 2im in it] —e n
ene n =en en =en (en) =en—mzen—m
k=0 k=0 k=0 1—en 1—en

i_nl—ezm

=en 2i1'r_0
1—en
2im

Caren # 1pourn > 2.
Allez a : Exercice 40 :

Correction exercice 41 :

Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison z2, z? # 1 car z # —1 d’apres ’énoncé
et z # 1 car 1 n’est pas une racine n-iéme de —1.

n—1
1— Z2 n 1— ZZn
Sp= > =t
k=0

1—z2 1—z2

Or z™ = —1 donc (z™)? = z?™ = 1, par conséquent S,, = 0
Allez a : Exercice 41 :

Correction exercice 42 :
1. Onpose z} = z3 = z3
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B =5 23] = |23 (:){ 12,1 = |z:1°
2 1 arg(z3) = arg(z}) + 2km, k € Z 3arg(z,) = 3arg(z,) + 2kn,k € Z
|Z2| = |z4]
2km
arg(z,) = arg(zy) + — 3 ,k €{0,1,2}
Donc

2ikm 2im\ K
7, = |z, |€ (arg(Z1)+ ) |2, |elarg(zl)e 3 =z (e 3 > =Z1jk

Les solutions sont z, = z;, z, = jz; et z, = j?z,
De méme les solutions de z3 = z3 sont z; = z,, z3 = jz, et z; = j?z,
2. z2°4+(7-1)z-8-8i=0
On pose Z = z3
284+ (7-i)23-8-8i=022+(7-i)—-8-8i=0
Le discriminant est
=(7-i0)?—-4(-8-8i)=49—-14i—1+32+32i=80+18i =81+2x9i—1

= (9 +1i)?
—(7-D)-09+i) -16
Z = = :—8
1 2 2
—(7=D+0O+i) 2+2i
Z, = ( )2( )= > =1+4i

On cherche alors les z tels que z3 = —8 = (2i)3 et les z tels que

\/E \/E 1 .7 1 im 3
z3=1+i=\/5(7+i7 =25e‘1=(26eﬁ)

D’aprés la premicre question
z3= (-2 o ze{-2-2j,-2j%}
1 im\3 1 im 1 im 1 im
z3 = <2€eﬁ) & ze {deﬁ,jzgeﬁ,jzzgeﬁ}

On peut arranger ces deux dernieres solutions

1 im 1 2im inm 1 (n+2_7r) 1 9in 1 3im 1

j26e12 = 26e 3 e12 = 26e'\1273) = 2612 = 26e 2 = —i26
1 im 1 4im in 1 .(14_4_11 1 17in
j226e12 = 2673 e12 = 26e'\12" 3/ = 26e 12

Bref 1’ensemble des solutions est
1im 1 1 17im
{—2,—2j,—2j2,26e12,—i26,269 12 }

Allez a : Exercice 42 :

Correction exercice 43 :
On ne peut pas trouver la forme trigonométrique de —7 — 24i.
—7—-24i=9-2%x12i-16=0B-4)2=A4—-4i-1)?=(2-D?%2=(2-0)*
On cherche les z qui vérifient z* = (2 — i)*
r=Q-Dtezt-Q2-)=0E*-2-D)E*+2-D>=0
©Z2-2-D)EZ*+i*’QR-D)=0E*-2-D)HE*-Ri+D>» =0
e(z-2-0)z+2-D)(z-QRi+D)(z+2i+D)=0
L’ensemble des solutions est
(2—i,—24i,1+2i,—1—2i}
Allez a : Exercice 43 :

Correction exercice 44 :

48



Pascal Lainé

Il faut mettre y sous sa forme trigonométrique.
1, .43
1+iV3 2<7+l7> 5 2in
= = =e 3
1-iV3 1 .V3) i3
2(5—i=5] €
2 2
Autre méthode
2
1413 _ (1+i\/_) _1+23-3 1 V3 _ am
—st+ti—=e¢€e3
1+iV3 2in 21 =1 21> =1
z0 = ©z2=e3 © 2 = 21
1-iVv3 arg(z®) = 3 + 2km,k €Z 6arg(z) = 3 + 2km,k €Z
lz| =1
S T 2km
arg(z) = 6 + T, k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Les solutions sont
z, =e\9" 3/ ke€{0,1,2,3,4,5,6,7,8}
. V2 ﬂ - iﬂ - .
1—1 2 2 \/ie 4 1 -(_E_E) 1 7in
Z4‘ = = = — = = Z_Eel 4 3) =2 2e 12
1+iV3 (1. V3 2 i
)
_1 _1
1 7im |z4| =272 |z|* =272
74 =2T2e 12 & 71 S 71
arg(z4)=—E+2kn,k€Z 4arg(z)——E+2knkEZ
1
I 4 1
|z| = (2 2) =278
o )
VoA
larg(z) = ——+7 k € {0,1,2,3}
Il'y a 4 solutions
_l L(_7_7T+k_7l')
7z, =28e\"48" 2/ k €{0,1,2,3}
°l = [-27| |z|6 = 27 = 33
6427=0 6:—27@{ 1z {
o z arg(z®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(z) =n+ 2kn, k €Z

1 1
lz| = (33)6 =32 =+/3

km
arg(z)—g+ .k €{0,1,2,3,4,5}

Il'y a 6 solutions

(T kT
Zp = V3el5+3) ke {0,1,2,3,4,5}
V3 1 ) 3 3
i) =

in
ZO=\/§6?=\/§<7+E —§+L7

N_ 3. V3
J=-3+i7
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7in V3 1, 3 V3
7 =V3es 45(‘7‘?) —37 iy
3im
z, =V3ez =—iV3
3 116m_ 3 \/§ 1 _3 \/§
Zzs = V3e = > TS -1
z+1)° z+1\°
27(2—1)6+(Z+1)6=0(:)(z+1)6=—27(Z—1)6®u=—27(:)<—> =27
(z—-1)° z—1
On pose Z = 22
z—1
1Z°| = |-27| |Z|6 = 27 = 33
76 = —27 { {
< arg(Z®) = arg(—27) + 2kn,k € Z < 6arg(Z) =m + 2kn,k €Z
1
1Z| = (3%)s =3
o

w km
+—,k €{0,1,2,3,4,5}

arg(2) = £ +

Il'y a 6 solutions

(T kT
7y = \/§el(3+T),k € {0,1,2,3,4,5}

Il faut alors trouver z en fonction de Z,

z+1
Z = _1=)Z(z—1)=Z+1@ZZ—Z=Z+1=>Zz—z=Z+1=)Z(Z—1)=Z+1=)Z
_Z+1
T Z-1

Il'y a 6 solutions
L+l e+ V(e -1) ZiZ—Zi+Z—1 V7P = (Z - Z,) - 1
CZe=1 (2 —1)(Zk—1) ZiZr—Zk—Ze+1 |Ze2 = (Ze+Ze) + 1
1Ze2 = 2iTm(Z) =1 3-2iIm(Z) -1 2-2iIm(Z,) 1-—iIm(Zy)
T 1Z2-2Re(Z) +1  3-2Re(Z)+1 4-2Re(Zy) 2-Re(Zp)

Zk

3
it 3 43 1—-i5
Zoz\/§e6=_+i_$ZO= 2=2_l\/§
2 2 2_§
2
i 1-iv3 1 V3
Z,=V3ez =iv3=>z = =
2 2 2
V3
5im 3 \/g 1—17 2 \/§
Zz=\/§e6 =—=—+i—>2z, = =—=—]—
2 2 2+§ 7 7
2
V3
7im 3 \/§ 1+l§ \/§
2 2 2+§ 7
2
3im 1+iVv3 1 3
Z4=\/§eZ =—i\/§:~z4: =—4i—
2 2 2
3
11ir 3 V3 1+i—5
Ze =3¢ 6 = —i— =g, = 2 —2+iV3
2 2 2_§
2

Allez a : Exercice 44 :

Correction exercice 45 :
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2ikm

1. Ce sont les racines cinquiémes de I’unité, il vaut mieux connaitre la formule z, =e s , k €
{0,1,2,3,4}
Sinon il faut absolument retrouver la formule trés rapidement
5 |z°| = 1] lzI° =1
=1 5 =
arg(z>) = arg(1) + 2kn, k € Z S5arg(z) =0+ 2km, k € Z
|z| =1
= 2km
{arg(z) = T,k €{0,1,2,3,4}
2ikm
Douz, =€ 5 , k €{0,1,2,3,4}, c’est-a-dire

2im 4im (374 4im 8im _2im

ZOZ1;leeT;22:eT;23:eT:e_5:Z;ZAI_ZGTZB 5:Z_1

2.
1
V2 2 1m 23| = 22
25=1—i<:>25=\/§< +i—|ez° =22 T
2 2 arg(z®) = " +2km, k €Z
1 ( nE o1
|z|5 = 22 4 |z| = (22) = 210
T {—t
5 =—+2knm,k €L T 2 T
arg(z) = + 2kn Larg(z) = — + 27 kef0,1,2,3,4)
20 5
1 (n an)
& 7, = 27012075 k € {0,1,2,3,4}
Il'yacing solutions
1 911 1 1771' 1 257 1 5@ 1
Zo = 2103 20 12y = 2103 20; 7, = 2109 20 ; z3 = 21020 = 210e'4 = —210 X \/2(1 + 1)
1 321r 1 871'
—210 2(1 +1i) = —25(1 +10); z4 = 210¢"20 = 210¢'5
3.
3
NY] - |1z%| = (V2)
?=2-2ie7 2\/_<——l— o2=W2)ere n(
2 arg(z?) = —7 + 2kn,k €Z
3
Iz|* = (V2) |z| = V2
T 4 T 2km
3arg(z)=—z+2kn,kEZ arg(z)——ﬁ+ ,k €{0,1,2}
. w  2km
Il y a trois solutions z, = VZel=5+5) K e {0,1,2}
T (T 2T 7im 15im 5im T
Zo = \2e7'12; 2, =\/§el(_ﬁ+T) =+/2e712;2, —\/—e( 12 3) V2e 12 =2e 2 = —/2e"a
4,

1z°| = |z { |z|° = |z|
arg(z®) = arg(z) + 2km, k € Z S5arg(z) = —arg(z) + 2kn, k € Z

4 _ = =
@{ (IzI* = Dlz| = 0 |z ;n Ooulzl=0
6arg(z) = 2km, k € Z arg(z) = ?,k €{0,1,2,3,4,5}

ZS=E<:>{

lz| =1
s{z=0 km
z Ou{arg()— k €{0,1,2,3,4,5)
Il'y a6 solutions : z = 0 etz = eiT,k €{0,1,2,3,4,5}
T 1 3 2 1 \/§

Z=0;Zo=1;21=el3=§+i2 Z,=e'3 = i~
. a1 43 st 10 3
Zz3=e"=—-1;z,=¢€"3 =—§—l7;25=e13 =g i
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Allez a : Exercice 45 :

Correction exercice 46 :
1. On cherche les complexes tels que

i 27 = |-l - et
Z = arg(z™) = arg(—i) + 2km, k € Z narg(z) = —3 + 2kn,k €Z
lz| =1
S m  2km
{arg(z) =—-——+—,ke€{01,..,n—1}
2n n

Les solutions sont les

. 1w 2Kkm
Zp = el(_ﬁJrT),k €{0,1,..,n—1}

On cherche les complexes tels que

\/E \/E T |Zn|:‘/E
n=1+i=V2(—+io|=V2e't o m
z ! (2 ‘2 ¢ arg(zn)=Z+2kn,kEZ
1 1
|Z|n=\/§=2§ |Z|=22n
T < n  2km
narg(z) = Z+ 2km,k €Z arg(z) = E+T,k €{0,1,..,n—1}

Les solutions sont les

z, = 22ne\4n” n )k €{0,1,..,n— 1}

2. z2—z+1—-i=0
Le discriminant vaut
A=(-1)2-4(1-i)=-3—-4i=1+4i—4=(1+ 20>
Il'y a deux solutions

1-(1+2)
Z1 = > =
1+1+2i ,
22=—2 =1+
3. z—z"+1—i=0,0npose Z =z"
Z=-i z" = —i
zZ2M—z"+1-i=0e7?-7Z+1-i=0& ou & ou
Z=1+i zZh=1+1i

L’ensemble des solutions est

i( T 2k n 2k'm
e

1 (=
) ke {0,1,..n—1}, Zﬁel(4n+ n ),k’ €{01,..,n—1}
Allez a : Exercice 46 :

Correction exercice 47 :

1.
z-1DA+z+z24++z"D=z+22++2" 1 +2"-Q+2z+2*+ -+ 2"1)
=z"-1
Donc
5 . z"=1
1+z+z%+-+2z" " =
z—1
I1 s’agit de la formule connue donnant la somme des termes d’une suite géométrique.
2.
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; x o xo_ix x o X o ox
elx—1=e2(62—e 2)=e2 X2151n(§)=2192 SIH(E)

3.
i\ _ 1 inx _
Zn =1+ e 4 e2¥ g o Dix = 1 4 oix 4 (o) 4oy ()" = (eeix)— 1 eeix — 11
inx ¢ inx  _inx
e 2 (e 2 —e 2 ) inx_ix 2isin (TLZ_X) (n-1ix sin (nz_x)
= ix ix ix =ez 2 ..—x: e 2 (XY
ez <e7 — e‘?) 2isin (?) Sin (7)
(%)
= (cos((n - 1)x) + iSin((n - Dx)) BNZ3Y
sin (2)
. (nx (X
sin (=~ sin (=~
= cos((n — 1)x)# + isin((n — Dx) ( 325 )
sin (7) sin (7)
Comme
Xp+ 1Yy =1+ e + 2% 4 4 e(Dix
Ona
. (nx
sin (7)
1+ cos(x) + cos(2x) + -+ cos((n — D)x) = cos((n — Dx) —5x
sin (7)
Et

sin(x) + sin(2x) + -+ + sin((n — 1)x) = sin((n — Dx) —~=

n(2)

sin (nz_x)
si
Allez a : Exercice 47 :

Correction exercice 48 :
2ikm

1. D’apreés le cours, il existe k € {1,2,3,4} telquea = e 5 .
2. Commea=+1

1—-a®> 1-1
l4a+a’*+a®+a*= = =0
l—-a 1-a«a
3. f'(x) =1+ 2x + 3x2 + 4x3 + 5x* d’une part et pour tout x # 1
1—x°
f(x) = .
Ona
vy —6x3(1=x) = (1 —x°)(=1) —6x°+6x°+1-x°% —6x°+5x°+1
[l = GErr ST a-o?  a-x7
On obtient donc 1’égalité
—6x° +5x% +1

2 3 4 _
14 2x + 3x“ 4+ 4x°> + 5x* = 1=

Onprend x = a
—6a° +5a°+1 —6+5a+1

1+2 3a? + 4a3 + 5a* = =
+ 2a + 3a“° + 4a” + Sa 1= )2 d-a)

Cara® = 1leta® = a® X a = a, par conséquent
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_ 2ikm
-5+ 5« 1—«a 5 __c 1—e 5

1+2a+3a2+4a3+5a4=(1_a)2=—5(1_a)2=—1_a ( Zikn)(l_e—w)

1—e 5 5

1 — cos (?) + isin (%) 1 — cos (%) + isin (%)
==5 2ikn_ 2ikn ==5 kT
l1-e5 —e 5 +1 Z—ZCOS(T)
. (2km . (km km
5 5sin (T) 5 10sin (?) cos (T) 5 5 ki
-T2 Zkmyy 2 ko ==‘§‘z”an(?)
_ ann 2 (RIT
2(1 cos(5 )) 4 cos (5)
Allez a : Exercice 48 :
Correction exercice 49 :
Soit f la fonction définie par
1— xn+1
f)=14+x+x*+-4+x"= T
, L, i+ DM - x) = (1 —x™)(=1)
ffx)=1+2x+ - +nx"1 = D
A DX+ + D™+ 1 =™ —(n+ Dx" x4+ 1
B (1-x)2 - (1—x)2

On prend cette fonction en ¢, et on rappelle que €™ = 1 (et que donc €™t =€)
—(n+De"+ne™'+1 —(n+1)+ne+1 -n+ne
(1-¢e)? B (1-e)? -~ (1-e)?
1—e€ n
(1-¢€)2 T T 1-¢
Ce résultat est relativement satisfaisant mais on va tout de méme 1’écrire sous forme algébrique.
Comme |e| =1

14+2¢+3€*+ - +ne"t=

=-n

Donc
1 1—¢ B 1—en? _1—et
1-¢ (1-e)(1-¢) 1—-(e+e)+]|e|? 2-2Re(e)
1—e™1

X _—
2 — 2Re(e)

1+2e+3e?+ - 4+ne"1=-n

Allez a : Exercice 49 :

Correction exercice 50 :

Pourz = 1
(z+1)" z+ 1\"
= oty EED (D)
z+D)"=(z-1) Z—Dn p—
OnposeZ=Z—+1,
z—1
2ikm
Par conséquent Z est une racine n-ieme de I'unité etdonc Z = e » ,k € {0,1,...,n — 1}
z+1 Z+1
Z_1=Z(:)2+1=Z(Z—1)<:>Z+1=Zz—Z@z(1—Z)=—(1+Z)@z=m

Ces équivalences sont vraies si z # 1 et Z # 1. |l faut faire un cas particulier si k = 0 car alors Z = 1.

z+1 2ikm
=en ke{l,..,.n—1}
z—1
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- 2ikn o ikm ikmo_ikm . . (km
en —1 en(en—e n) 215111(7)
. z+1 . .
S|k=0,;=1napasdesolut10n.

On trouve n — 1 solutions, ce qui n’est pas une contradiction car
Z+D)"=z-D"eZ+1D)"-(Z-D"=0
Est une équation polynémiale de degré n — 1 (puisque les z" se simplifient), est admet donc au plus n —
1 solutions.
Allez a : Exercice 50 :

Correction exercice 51 :
reze 2" = [z -] 21" = Iz}
arg(z™) = arg(z) + 2kn, k € Z narg(z) = —arg(z) + 2kn, k € Z
{ |z]* =1 ou |z| =0 lz]| =1
narg(z) = —arg(z) + 2kmn, k € Z (n+1)arg(z) = 2km,k €Z
lz| =1

:)z=00u{

< z=0o0u { 2km
arg(z) = n_-l-l'k € {0,1,...,n}

2ikm

Les solutions sont z = O et les z;, = en+1,k € {0,1, ..., n}.
Allez a : Exercice 51 :

Correction exercice 52 :
On rappelle que
1+B8+P2+B3+B*+B°+p%=0
p p? B> BA+BNA+E)+ A+ A+ + LA+ LHA+BY
1+82 T 1+8° T14p5 A+ 851+ BHU+ B9
_ﬁ11+ﬁ7+,85+,3+,810+ﬁ8+ﬂ4+ﬁz+,89+B7+ﬁ5+,83
- ,312+ﬁ10+,38+2ﬁ6+ﬁ4+,32+1
BRI HBABHB BB+ + B
B B5+B3+B+2B5+B4+ B2 +1
20+ B+ P2+ +B*+B>)  2B°
- % ST
Cette solution n’est pas ¢légante du tout, il doit y avoir plus malin.
Allez a : Exercice 52 :

Correction exercice 53 :

eix _l_e—ix 3 e3ix + 3ezixe—ix + geixe—zix +e—3ix
AX) = 3 = 3
e3% + 73 4 3(e¥ + ™) _ 2cos(3x) + 3 x 2 cos(x)
B . 38 B 8
= Zcos(3x) + Zcos(x)
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eix _ e—ix 3 e3ix _ Sezixe—ix + Seixe—zix _ e—3ix
B(x) = , = :
20 —8i
e3X — 73X _ 3(glx — g=ix) _ 2isin(3x) — 3 x 2isin(x)
—8i B —8i
= —Zsin(3x) + > sin(x)
= 4sm X 4sm X

eix + e—ix 4 e4ix + 463ixe—ix + 6ezixe—2ix + 4eixe—3ix + e—4ix
CX)=———] =
o0 = (=5 i
et + e7Hx 4 4(e?* 4+ 4¢72%) 1+ 6 _ 2cos(4x) + 4 x 2cos(2x) + 6
- ) . 16 ; B 16
= gcos(4x) + Ecos(Zx) + 3
eix _ e—ix 4 e4ix _ 4e3ixe—ix + 6eZixe—2ix _ 4eixe—3ix + e—4ix
DX)=|———| =
(X < 20 ) 16
etx 4+ e7Hx — 4(e?* 4+ 4¢72%) 1+ 6 _ 2cos(4x) — 4 x 2cos(2x) + 6
- . . 16 ; B 16
= gcos(4x) — ECOS(Z:) + 3 2
eix + e—ix eix _ e—ix
E(x) = cos?(x) sin?(x) = -
2 20
ezix + Zeixe—ix + e—2ix eZix _ Zeixe—ix + e—zix (ezix +2 4+ e—zix)(ezix —24 e—zix)
= X =
4 o 4 . o -6
eZLerLx _ ZeZLx + elee—le + ZeZLx — 4+ Ze—ZLx + e—ZLerLx _ ze—ZLx + e—lee—ZLx
- —16
e4ix _ Zezix +1+ Zezix — 4 + ze—zix +1-— ze—zix + e—4—ix e4ix + e—4ix -2
- - —16 - —16
2cos(4x) — 2 1 1
= ——16 = —§CO-S(4X) +§-
Autre méthode en utilisant les formules trigonométriques
1 2 1 11— cos(4x
E(x) = cos?(x) sin?(x) = (cos(x) sin(x))? = (Esin(Zx)) = Zsin2 (2x) = 7% %
_ 1 (4x) + 1
= 8cos X 3

En utilisant les formules
sin(2a) = 2sin(a) cos(a),a = x
1 — cos(2a)

cos(2a) = 1 —sin?(a) © sin?(a) = — a= 2x
eix + e—ix eSix _ Beix + 3e—ix _ e—3ix
F(x) = cos(x) sin3(x) = cos(x) B(x) = 5 X a0
e4ix _ 3ezix +3— e—zix + eZix -3+ 38—2ix _ e—4ix
T . -l
B etix — g=Hx _ (%X — g=2ix) _ 2isin(4x) — 2 X 2isin(2x)
B —16i B —16i
1 1
= — —sin(4x) + —sin(2x)

8 4
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e31x + 3elx + 3e—Lx + e—31x elx _ e—lx

G(x) = cos3(x) sin(x) = A(x) sin(x) = 3 X T
e4ix _ ezix + 382ix —3+3-— 38_2ix + e—Zix _ e—4ix
- . . . 16i.
e4¥ — g7HX 4 2(e2Ix — g72ix) _ 2isin(4x) + 2 X 2isin(2x)
B 16i B 16i
— Zsin(4x) + 7sin(2x)
= gsin(4x) + 7 sin(2x

On peut toujours faire « comme d’habitude » améliorons un peu les choses
2

H(x) = cos3(x) sin?(x) = cos(x) (cos(x) sin(x))? = cos(x) (% sin(Zx)) = %cos(x) sin?(2x)

1 1 — cos(4x)
= Zcos(x) <T>

Alors on utilise des formules souvent inconnues des ¢tudiants (et ¢’est fort dommage) ou on fait comme
d’habitude

1 1 1 1 (e 4 e7ix\ [eHx 4 g=4ix
H(x) = §cos(x) — gcos(x) cos(4x) = gCOS(’C) B §< 2 > ( 2 )
1

v
= gcos(x) _ 5 (eSIX + e—31x + e3lx + e—Slx)
= gCOS(x) ~35 (35”‘ + @5 4 o—3ix 4 e3lx)
1

1 1 1 1
= gcos(x) —33 (2 cos(5x) + 2 cos(3x) = 3 cos(x) — 16 cos(5x) — 16 cos(3x)
I(x) = cos?(x) sin3(x)

1 1 1
= gcos(x) (1 —cos(4x)) = gcos(x) — gcos(x) cos(4x)

Allez, encore une autre technique !

Onposet = g — xS x=t— g ainsi cos(x) = cos (t - g) = sin(t) et sin(x) = sin (t - %) = cos(t)
Donc

I(x) = sin?(t) cos3(t) = %cos(t) - 1i6 cos(5t) — 1_16 cos(3t)

- deos(-3) - s (s 3) - e (3(c-)

1 1 5 1 3n
= —sin(x) — —cos <5x — —) — —cos (Sx — —)

513 116 2 116 2
_ /i1 /i
= §51n(x) — ¥cos (5x — El) T (3x + E)
= gsm(x) — 1—6'sm(5x') + 1—gsm(3x3 ) )
e t+e X et f e —4er —4eT* + 6
J(x) = cos(x) sin*(x) = cos(x) D(x) = 5 X e

— 312(951'95 + e—3ix _ 483ix _ 4e—ix + 6eix + eBix + e—Six _ 4eix _ 48—3ix + 6e—ix)

~32
1
=33 (2 cos(5x) — 3 x cos(3x) + 2 x 2 cos(x))

1 . . . ) ) )
_(851x + e—51x _ 3(e31x + e—3lx) + 2(elx + e—Lx))

1 3 1
=Te cos(5x) — 32 cos(3x) + 3 cos(x)

Allez a : Exercice 53 :

Correction exercice 54 :
1, ==
—1Z

, . . 1-z 1-z 1-z
est réel si et seulement si = ( ) =—
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! Z 1~z c(1-2+i2)=Q-2)(Q-iz)yel+tiz—z—izz=1—iz—Z+izz
1—-iz 1+iz
©iz—z—izz=-iz—Z+izz i(z+7) - 2ilz|?=2z—-72
Onposez =a+ib
1—2z 1-2z

e 2ia—2i(a®*+b?)=2ibesa—(a>+b>)=bea’?—a+b>+b=0

1—iz 1+iz
2 4 2 2

o 1)2 L (42) —2=0e (a-2) +(5+2) -
73) T4 2) "4~ 473 2) T2

I1 s’agit du cercle de centre G, — %) et de rayon \/%

1-z . .. . . 1-z 1-z 1-z
2. ——est imaginaire pur si et seulement si — = —( - ) =—-——
1-iz 1 1-iz 1+iz

1—-2z 1-2Z
— = o(1-201+iz2)=—N-2) 1 -iz)yeol1+iz—z—izz
1—iz 1+iz

—1-iz—z+4+izz)1+iz—z—izz=—-1+iz+zZ—-izze 1+iz—z
=—-14iz+7z
©2-i(z—2)=z+7Z
Onposez=a+ib
1—-2z 1-2z
— = o2—-ila+ib—a+ib)=2a2+2b=2a=1=a-b>b
1—iz 1+lZ
Il s’agit de la droite d’équation : b = —1 + a.
Allez a : Exercice 54 :

Correction exercice 55 :
1 + pet® _ (1 +pei9)(1 _pe—ie) 1 + pelf — pe=if — p2 1 +p(ei9 _ e—ia) — p?
1 - peie - (1- peie)(l _ pe—ie) 1= peie _ pe—ie + p2? 1= p(eie + pe—ie) + p2
1 —p? + 2ipsin(0) 1—p? , 2p sin(6)
T 1- 2p cos(0) + p? T1- 2p cos(0) + p? T 1 —2pcos(0) + p?
Donc la partie réelle de z est

1—p?
R =
e(2) 1 —2pcos(0) + p?
Et sa partie imaginaire est
2p sin(0
Im(z) = p sin(6)

1—2pcos(0) + p?
Allez a : Exercice 55 :

Correction exercice 56 :
1. (1+)?=1+2i—-1=2i=01+D°=(1+1)?»)3*=R2i)3=8x%xi3=-8i
2. z2=-8ieoz22=(01+)ez22=(1+)3)?oz=0+1°3 ouz=—-(1+1i)3
©z=01+D*A+)D)ouz=—-0+D*A+i)ez=2i(1+1i) ou z=-2i(1+1i)

Sz=—-24+2iouz=2-2i
3.
\/_ \/_ 3im
z=—2+2i=2\/§<—7+l7>—2\/_e
\/? \/_ 7im
Z=2—21=2\/§<7—l7 =2\2e % —2\/—6 4
4.
Z\3 z z z
3 _ _aqi 3 _ 213 3 — (9i)3 2\ = Z _ Z Z _ 2
=-8iez2=((1+1?%ez3=(20) (:)(21') 1@21 10u21 jou—=]j
1 3 1 V3
S z=2iouz =2 ouZ=2ij2<:>2=2i0u2=2i<—§+i7) ouz=2i<—§—i7>
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©z=2iouz=—3—iouz=+3—i
Allez a : Exercice 56 :

Correction exercice 57 :

1.
f@)=zezl-2)=z0z(1-2)—z=002z—-2°-2z=022=02=0
2,
1 1 1\ /1 1 1 1\2 1 1\ 1
@3 =lea-0-3|=|(z-3)G-2)+33 =|‘<Z‘§) _Z‘S (z=3) [+3
<Z_12+1<(1)2+1=1
= 2l T4=\2) T4 2

Allez a : Correction exercice 57 :

Correction exercice 58 :
1. Pour tout z,, z, différent de —i,
Z1— 1l Zz—1 . . . .
f(Z1)=f(Zz)@Zl+i=Zz+i@(z1_l)(zz+l)=(Zz_l)(z1+l)
S 212yt 1z — iz + 1 =221+ iz — iz + 1 © 2izy = 2izp © 74

Donc f est injective.
2.
| fy=1-ittozriz-D 2,
zZ+1 zZ+1 zZ+1
Donc
f2)#1
3.
Si z € E alors f(z) # 1 ce qui signifie que f(z) € C\ {1}, ce al montre que
f(E) cC\ {1}
Si Z € C\ {1} alors il faut montrer qu’il existe z € E tel que Z = f(z).
Z=f(z)<:>Z=j—+;<:>Z(z+i)=Z—i<:>Zz+iZ=z—i<:>ZZ—z=—iZ—i@z(Z—l)
) Z+1
——l(Z+1)<=>Z——lZ_1
Il reste & montrer que z # —i, Si
Z+1  Z+1
z:—zZ_l:—z@ﬁ:1@2+122—1@1:—1
Donc z ne peut étre égal a —i. On amontré que si Z € C \ {1} alors Z € f(E) cela montre que
C\{1} c f(E)
On a bien montré I’égalité demandé.
On en deduit que f est surjective et donc bijective.
4.
@R =1 Z_—iz _ _Z-DE+D) _ +D)Z-)—-(-DE+i)
zZ+i (z+i)(z—-1) (z+iD)(z—-10)
N2 —iz+iz+ 1= (2| +iz—iz+1) —2iz+2iz  2i(z—72)
B |z + i|2 Tz 42 T |z +il?
2i X 2iIm(z) Im(z)
= - , =4 ,
|z + i|? |z + i|?

5. Siz € Ralors Im(z) = 0, d’apreés la question précédente

1-lf@P=0s|f(2)] =1
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Ce qui signifie que f(z) € U
Comme f(z) #1,f(z2) e U\ {1}
On a montré que

fR) c U\ {1}

Si Z € U\ {1} ’image réciproque de Z est z = —i % il faut montrer que ce complexe est réel.
Z+1 [ Z+1 Z+1 Z+1  Z+DZ-D)+(Z+1)Z-1)
‘%—1‘(“2—1):“2—1‘17_1:“ Z-1Z-1)

__i|Z|2—Z+E—1+|Z|2—?+Z—1:_2i|2|2—1:
1Z — 1] 1Z — 1]

Cela montre que —i% € R.Onamontré quesi Z € U \ {1} alors il existe z € R tel que Z = f(2).
Autrement dit

U\ {1} c f(R)
D’ou I’égalité demandée.
Allez a : Exercice 58 :

60



